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Vorwort 



Uiese Uebersicht bildet im Original den Anhang zur 
sechsten Ausgabe von Lacroix's TraiU ilementaire de 
calcul diffl&rentiel et integral. Sie giebt die Theorie der 
elliptischen Funktionen bis ausschliesslich zum Transfor^ 
mationsproblem in sehr klarer, kurzer, übersichtlicher und 
einfacher Weise, und mochte sie deshalb als besonders 
geeignet für Solche erscheinen, welche das Studium der 
elliptischen Funktionen beginnen wollen. Die Reichhaltig- 
keit der Resultate, die sinnreiche Form der Entwickelung 
und namentlich die vielfachen Andeutungen und Aussichts- 
punkte auf Theorien, die sich an den Gegenstand dieser 
uebersicht anknüpfen, werden auch das Interesse Der- 
jenigen erregen, welche bereits mit den elliptischen Funk- 
tionen vertraut sind. So z« B« kann wohl auf die Seite 19 
bis 24 gegebene Reihenentwickelung mit unbestimmten 
Coefficienten .hingewiesen werden, welche nicht allein im 
Buche selbst vielfache Anwendung findet, sondern auöh 
z. B. für die Darstellung des Transformationsproblems und 
verwandter Theorien von grosser Wichtigkeit erscheint, 
so wie auf die kurze, die Funktionen mit vielfacher Perio- 
dicität betreffende Notiz. 

Der Uebersetzer glaubte durch die besondere Ueber- 
tragung dieser Uebersicht dem deutschen Leser um so 
mehr einen Dienst zu erweisen, als in dem gedachten 
Elementarbuche dieselbe wohl nicht ganz an ihrer Stelle 
erscheinen möchte« Es dürfte wohl nämlich jetzt allgemein 
anerkannt sein, dass sich eine strenge und vollständige 
Behandlung der elliptischen Funktionen nicht ohne ge- 
wisse von Cauchy herrührende Sätze über die zwischen 
complexen Grenzen genommenen Integrale geben lässt. 



IV 

In der That ist die Kenntniss dieser Sätze, so wie des 
Residuencalculs vom Verfasser vorausgesetzt worden, ohne 
dass jedoch in der betreflPenden Ausgabe von Lacroix's 
Lehrbucbe dieselben hinzugefügt sind, was um so mehr zu 
beklagen ist, als diese Betrachtungen auch för andere 
Zwecke wichtig sind und recht eigentlich in ein solches 
Elementarbuch gehören. Der Uebersetzer hat sich daher 
veranlasst gesehen, diese L/ucke in einem hinzugefügten 
Anhange auszufüllen, und glaubt dadurch Denjenigen, 
welche sich des Buches zum ersten Studium bedienen 
wollen, einen Dienst geleistet zu haben; dass er daran der 
Vollständigkeit wegen einige Entwickelungen geknüpft, die 
nicht unmittelbar im Buche Anwendung finden, wird wohl 
auch Verzeihung finden. 

In wie weit diese Darstellung eine selbstständige ist 
und in wie weit man sich hierbei an Briot und Bouquet's 
Traiti des fonctions doublement pModiqties angeschlossen 
hat, wird der Kundige leicht ersehen. Dass im Anhange 
noch di« Verwandlung der Integrale, welche eine Wurzel 
vierten Grades enthalten, auf die Form der elliptischen 
Integrale gegeben wurde, welche im Buche selbst, als das 
Transformationsproblem berührend, nicht enthalten ist, 
rechtfertigt sich daraus, dass diese Verwandlung selbst 
bei den einfacheren Anwendungen der elliptischen Funk- 
tionen nothwendig ist. Abgesehen von diesem Anhange 
hat man sich auf eine möglichst treue Uebersetzung und 
Verbesserung mehrerer Druckfehler beschränkt. 
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ekanntlich giebt man den Namen: algebraische Funktion, jedem 
in Bezug auf eine Variable ganzen Polynom, den Quotienten solcher 
Polynome und den Wurzeln von Gleichungen, deren erstes Glied in 
Bezug auf die Unbekannte und die Variable eine ganze Funktion 
ist. Alle Funktionen, welche durch diese Definition, an welche wir 
hier erinnert haben, nicht bestimmt sind, nennt man Transcendenten, 
z. B. Exponentialgrössen und Logarithmen, Sinns, Cosinus, Tan- 
gente eines Kreisbogens, oder die arcus sinus, arcus tangens u. s. w. 
Diejenigen Funktionen von Funktionen, welche man durch alge- 
braische Combinationen ans diesen obengenannten Transcendenten 
erhält, sind offenbar ebenfalls transcendente Funktionen, und man 
sieht so ein, dass man deren Anzahl in^s Unendliche vermehren 
könnte, freilich ohne allen Nutzen. Aber wenn man das Feld der 
Algebra verlässt und die Integralrechnung betrachtet, so geräth man 
auf natürlichem Wege und ganz von selbst auf eine wahrhaft frucht- 
bare Quelle von unendlich viel neuen Funktionen, die wesentHch 
von einander verschieden sind, jede für sich eigenthümliche analy- 
tische Eigenschaften, ausserdem aber gemeinschaftliche Charaktere 
besitzen, vermöge deren sie sich in grosse Kategorien bringen 
lassen, und deren tieferes Studium einer der interessanteren Gegen- 
stände der gegenwärtigen Analysis ist. Zwei hervorragende Mathe- 
f matiker, Abel und Jakobi, haben den Kuhm ihrer Namen zuerst 

an dies Studium geknüpft, indem sie den Grund zu einer Theorie 

der Transcendenten mit algebraischen Differentialen legten, wovon 
i - 

/dx ^ dx 

-~ und die Kreisbogen / ■ . ^ die einfach- 

H er mite, Theorie der eUiptiseben Funktionen. i 



sten und elementarsten Grössen sind. Nach den Logarithmen und 

Kreisbogen kommen die elliptischen Funktionen, die aus der Be- 

P dx 

trachtung der Integrale / ,/ ..y • sich ergeben, sie er- 

öffiien eine Reihe neuer Funktionen und stellen von diesen so zu 
sagen das erste Glied dar. Ihnen ist dieser Abriss gewidmet, und 
wir werden zunächst versuchen, von ihnen eine vorläufige An- 
schauung zu geben, indem wir ihre hervortretendsten Eigenschaften 
skizziren. 



A. Gemeinsehaftlichü EigeoschafteD der trigODOinetrischen 

und elliptischen Fanktionen. 

Indem wir so eben an die Definition der algebraischen Funk- 
tionen erinnerten, sagten wir, dass sie einerseits die rationalen 
Polynome und Bräche, andererseits die Wurzeln der Gleichungen 
F (7,z) sss in sich schlössen, deren erstes Glied ganz und rational 
ist in Bezug auf die Variable x und die Unbekannte y. Im ersten 
Fall haben die Funktionen nur einen einzigen Werth für jeden 
reellen oder imaginäfen Werth von x, während sie im letztern so 
viele Werthe darbieten, als der Grad der Gleichung, welche sie 
definirt und die wir als irreducibel annehmen, Einheiten hat. Ein 
ähnlicher Unterschied findet zwischen den einfachen Transcenden- 
ten sin x, cos x, tang x und arc sin x, arc cos x, arc tang x 
statt; die Erstem gleichen den rationalen Polynomen und Brächen, 
da sie nur auf eine einzige Art bestimmt werden können, die Letz- 
tem dagegen lassen unendlich viel Werthe zu , und in dieser Be- 
ziehung kommen sie mit den Wurzeln einar Gleichung von unend- 
lich hohem Grade überein. Ebenso verhält es sich ofienbar mit der 
Exponentialgrösse e^, und mit dem Logarithmus, den man als durch 
die traascendente Gleichung (Gleichung von unendlich hohem Grade) 
ey =s X definirt sich vorstellen kann. Diese Beziehung, welche sich 
auf den ersten Blick darbietet, wird durch folgende Bemerkungen 
bestätigt und ergänzt. Für jeden reellen oder imaginären Werth 
der Variable hat man: 

XX* X* . 

e« =s 1 H- T - 



1 ■ 1.2 ' 1.2.3 
sm X s= X — 



x' x' x' 



1.2.3 ^1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 

cos X == 1 - 



X» 



1.2 "^1.2.3.4 1.2.3.4,5.6 



x» 



1.2.3 ■ 1.2.3.4.5 

tg s = -^ zi 



1- 



1.2 ■ 1.2.3.4 

1 * 



und aus der Convergenz der Reihen folgt, dass wenn man diese 
Trauscendenteu bei einem hinreichend vom ersten entfernten Gliede 
abbricht, sie sich mit beliebiger Genauigkeit durch Polynome und 
Brüche ersetzen lassen. Dagegen geben die Entwickelungen : 

X* x' X* 

lg(l-f-x) = x — -g-Hg- — j-f. . , . 

x3 1.3x« 1.3.5x' 



arc sm X s: X 



2,3*^2,4.5^2.4.6.7 



x' X* x' 
arc-tgx =^2c — yH-^ — yH-, . . 

nur einen Sinn, so lange die Variable kleiner als Eins ist, und die 
annähernde Identität mit Polynomen ist nur in einem beschränkten 
Umfange möglich. Endlich kann man — und dies ist der Haupt- 
punkt — aus einem gegebenen Werthe, sei es der ^Exponential- 
grosse oder der trigonometrischen Funktionen, auf algebraischem xmd 
selbst rationalem Wege unendlich viel andere Werthe erhalten. 
So berechnet man in der ebenen Trigonometrie, indem man von 
dem Bogen, welcher 10" enthält, ausgeht, alle Werthe des Sinus, 
des Cosinus und der Tangente, welche in den Tafeln enthalten sind ; 
dies ist eine ebenso merkwürdige als wichtige Eigenschaft dieser 
Funktionen, und sie ergiebt sich aus den BeziehiRigen : 
e^+y = e» ey 

sin (x H- y) = sin x cos y H- sin y cos x 
cos (x -f- y) = cos X cos y — sin x sin y 

deren zweite Glieder auf algebraischem Wege aus Funktionen mit 
den Argumenten x und y zusammengesetzt sind. 

Die nämlichen Eigenschaften finden wir in den elliptischen 
Funktionen, von welchen sie die wesentlichsten Charaktere bilden, 
und wir können, indem wir das eben Gegebene zusammenfassen, 
von den neuen Funktionen sagen: „Sie sind einförmige, nur auf 
eine einzige Art zu bestimmende Funktionen, rationalen Brüchen 
analog, an die sie sich bis auf jede beliebige Grenze und in jedem 
beliebigen Umfange des Werthes der Variablen annähern lassen; 
ausserdem sind die Funktionen einer Summe zweier Argumente x 
und y algebraisch durch die Funktionen des Argumentes x und des 
Argumentes y ausdrückbar/* So wie endlich der Exponentialgrösse 
und dem sinus als umgekehrte Funktionen lg x und arc sin x, d. h. 

Jdx /> dx 
■— > j - r entsprechen, so werden wir sehen, dass die um- 



gekehrten Funktionen der elliptischen Funktionen Integrale von einer 

Jdx 
1/n— awi fc2 2^ ^^^^' ^^ ^^® Grösse unter 

dem Wurzelzeichen in Bezug auf x vom vierten Grade ist, und dass 
diese Integrale unendlich vieldeutig sind! 



B« Ceber die Periodicitiit der trigoDometrischen und 

elliptischen FunktioneD« 

Diese wichtige Eigenschaft zeigt ganz besonders den unter- 
schied , welcher die Funktionen, ihrer Natur nach, von den rationalen 
algebraischen Funktionen trennt, mit denen wir sie so eben ver- 
glichen haben, und drückt ihnen gewissermassen den augenschein- 
lichsten Charakter transcendenter Funktionen auf. Durch ihre 
Periodicität übrigens sind sinus und cosinus für fast alle Fragen der 
Analjsis so wichtig, von denjenigen Untersuchungen an, welche die 
abstrakten Eigenschaften ganzer Zahlen betreffen, bis zu den An- 
wendungen der Analysis in der Physik und Astronomie. Von diesem 
Gesichtspunkte aus ist es besonders interessant, das erste Glied in 
der langen Reihe der neuen Transcendenten zu untersuchen, welches 
sich an die trigonometrischen Funktionen , die ja lange Zeit allein 
bekannt waren, unmittelbar anschliesst. Im Beginn ihrer Unter- 
suchung machten Abel und Jakobi gleichzeitig die grosse Ent- 
deckung, dass die elliptischen Funktionen 2 Perioden haben, eine, 
die man immer als reell annehmen kann, und eine, die nothwendig 
imaginär ist. Jakobi hat ausserdem bewiesen, dass eiiie eindeutige 
Funktion einer Variablen nicht mehr als 2 Perioden haben kann, 
und nach ihm hat Liouville, indem er die Theorie der doppelt 
periodischen Funktionen in ihrer ganzen Allgemeinheit behandelte, 
gezeigt, dass sie sich immer auf elliptische Funktionen zurückfuhren 
lassen, und so die Vermuthung Jakobi^s ausser allen Zweifel ge- 
stellt, dass diese Funktionen Alles in sich fassen, was die.Analysis 
fn Bezug auf die genani^te Periodicität in ihrem weitesten Sinne 
darzubieten im Stande ist. In dem Folgenden werden wir uns mit 
der Weise beschäftigen, wie die merkwürdige Thatsache der doppelten 
Periodicität sich analytisch darstellen lässt, indem wir damit an- 
fangen, von diesem Gesichtsdunkte aus die einfache Periodicität der 



trigonometrischen Funktionen zu betrachten. Zunächst aber geben 
wir, wegen ihres elementaren und rein arithmetischen Charakters, 
Jabobi's Beweis der Unmöglichkeit einer Funktion von mehr als 
2 Perioden. 

I. Satz von JakobL 

Sind a und b zwei Grössen, deren Yerhältuiss reell und in- 

commensurabel ist, so weiss man aus der Theorie der Kettenbrüche, 

a . , m 

dasa man sich an -i- durch unendlich viel rationale Brüche — an- 

b n 

nähern kann, derart, dass immer die Bedingung erfüllt wird: 

SL m s 

b n n' 

wo e kleiiier als Eins ist. Hieraus folgt: 

eh 

na — mb = — 

n 

Aber eine Funktion, welche die Perioden a und b hat, bleibt un- 
verändert, wenn man der Variablen eine Summe von ganzen Viel- 
fachen dieser Grössen hinzufügt, also na — mb. Da man n so 

a 
gross, als man will, nehmen kann (weil sonst r nicht irrational wäre), 

eh 
so kann die neue Periode na — mb = — kleiner als jede gegebene 

Grösse gedacht werden, und es ist somit klar, dass es keine doppelt 
periodische Funktion geben kann, wo das Verhältniss der Perioden 
reell und incommensurabel ist. 

Auf denselben Schluss, d. h. auf eine unendlich kleine Periode, 
oder vielmehr eine solche, deren Modul unendlich klein ist, gerathen 
wir, wenn wir 3 imaginäre Perioden annehmen: 

a = a H- a' j/^ 

Man kann nämlich unendlich viel ganze Zahlen m n p finden, derart, 
dass der Modul von am + bn -f- cp kleiner als jede gegebene Grösse 
ist. Betrachten wir zu dem Ende die ternäre quadratische Form: 

f == (ax -f- /5y H- yzy -t- (a'x -f- ß'y -t- y'zy + ji , 
wo X eine reelle beliebige Zahl ist. Die Determinante wird sein: 

(aß' - ßwy 



d = 



A» 



Das Mimmum von f für ganze Wertfae der veränderlichen Grössen 

hat bekanntlich zur obern Grenze y ^^) derart dass, wenn man 
diese Werthe durch m n p bezeichnet, sich ergiebt: 

(amH-/9nH-n>)'H-(a'ta+yS'n+/''p)» + ^ < V^2J 

also um so mehr 

(am+/9nH-^)»+(a'm-H/9'n«f-;-'p)» < V^2J 

Kann man also auch nicht gleichzeitig setzen: 

am-f-^n+yp e=s o , 

a'm-|-/9'n+^p == o, 

d. h. am-#-bn-f-cp =so, 

d. h. sind a b c 3 wirklich verschiedene Perioden, so sieht man 
doch, dass mit wachsendem ^ J so klein werden kann, als man 
will, und dass man auf Perioden kommt, deren Modul, wie wir oben 
gesagt haben, in's Unendliche abnimmt. Indess haben wir ange- 
nommen, dass die Determinante der quadratischen Form nicht Null 
ist. Aber in diesem besondern Fall betrachtet man statt der ter- 
nären die binäre Form: 

unter der Bedingung, dass aß' — ßf^'.^O ist, die Determinante ist 
dann: jz — , und wird niemals verschwinden können. Nehmen 

wir nun an, dass für z ss m, y ss n ein Minimum einträte, so wird 
sein : 



(«m+^)»+(«'mH-/9'n)»+?j < y ^(«'+«") 
und um so mehr 



(«m+/Jn)»+(»'m-t./9'n)» < |/i(fi^+;:^, 

man kann also wie oben schlied^en, und gelangt zu einer Periode 
am + bn , deren Modul beliebig klein ist. Dieser besondere Fall 
ist übrigens in dem, welchen wir zuerst betrachtet haben, mit ein- 
geschlossen, denn die .Bedingung aß' ^ ßa' =s drückt aus, dass 

das Verhältniss «+« V^^ = ?. reell ist. 
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IL Von der Periodieität der trigonometrisehen Fonktioiien. 

Die geometrische Bedeutung dieser Funktion, ihre Beeiehong 
zum Kreise zeigt unmittelbar Alles, was ihre Periodieität betrifit, 
während in rein analytischer Beziehung, z. B. wenn man als Defi- 
nition die Reihen annimmt: 



sm X SB X — 



COBX s: 1 



1.2.3 1.2.3.4.5 

X» X* 



1.2 " 1.2.3.4 • • • 
diese wichtige Eigenschaft viel versteckter ist. 

Nicht anders ist es in Betracht der Exfjonentialgrösse , die als 
Grenze eines ganzen Polynoms [iH ) oder als eine Reihe 



X x' 



1 + -y -H r-rt •+■ 1 rt o H- • . • betrachtet werden kann. Indess hat 

man für die trigonometrischen Funktionen noch andere Ausdrücke, 
wo der periodische Charakter ebenso unmittelbar erscheint, wie in 
der Geometrie, und, die zu untersuchen um so interessanter ist, als 
sie durch eine leichte Verallgemeinerung ganz von selbst auf Funk- 
tionen einer höhern Ordnung führen, welche 2 verschiedene Perioden 
haben. Als erstes Beispiel nehmen wir die Entwickelung in ein un- 
endliches Produkt: 



sm Ttz. 



1) 



=-('-T)('-l).(>-i)-- 



welche man für unendliches m als die Grenze folgenden Polynoms 
betrachten kann: 

Man sieht aber sogleich, dass: 

. . m -i-l-i-x 

y^(x+l)g=-y^(x) ^_^ . 

und dies giebt, für m = od, ^ (x -f- 1) == — ^x, hieraus folgt: sin (^rx-f- tt) 
5= — sin TTx, oder, indem man x statt nz setzt, sin (x -H ;r) = — sin x, 
und also sin (x-f-27r) s» ain x. 






Auf ein zweites Betspiel kommen wir, wenn wir die logarith- 
mische Ableitung der beiden Glieder der Gleichung 1) suchen, 
nämlich : 

11 1 1 

;rcot7rx = h 



z X — 1 X — 2 X — 3 

1_ _1_ 1 

xH-1 x-h2 xh-3 

Setzt man x+l statt x, so wird das 2. Glied: 

111 1 



• • • • 



N. ^ 



X — 1 ^ x-2 



' x-f-2 ^ x+3 ■ xH-4 -^ • •' 

und Teproducirt sich daher, denn die Partialbrüclie haben nur ihren 
Platz geändert, indem jeder um eine Stelle vorrückt. Durch eine 
leichte Verallgemeinerung erhält man die folgende Art eine Funktion 
auszudrücken, welche eine beliebige Periode hat, nämlich: 

<p (x) ^ (x — a) ^ (x — 2 a) ip {tl — 3 a) , . . 
ip (x-f-a) <p (x-t-2a) sp (xH-3a) 



• • 



^ (x) H- ^ (x — a) -f- (p (x — 2a) H- <p (x— 3a) -H . . . 
-f- ^(x-Ha) -k-tp (x-f-2a) H- <p (x+3a) -H . . . , 

Nur die Bedingung der Convergenz ist bei dem unendlichen Produkt 
oder der Reihe zu erfüllen. Wenn man ihr genügen kann, indem 
man für ip (x) eine an sich periodische Funktion annimmt, so ge- 
räth man auf den Ausdruck einer doppelt periodischen Funktion. 
Eine solche ist z. B. die Entwickelnng: 

1 1 1 1 

sin X sin (x — a j sin (x--2a) sin (x — 3a) 

111 



• • ) 



sin (xH-a) sin (xH-2a) sin(xH-3a) 

welche sich genau ebenso in der Theorie der elliptischen Funktionen 
vorfindet, und deren Convergenz man leicht beweisen kann, wenn 
a imaginär ist. Ist abec-a reell, so convergiren die höhern Glieder 
der Reihe nicht nach Null hin, und es findet ofienbar Divergenz 
statt, was mit dem übereinstimmt, was oben über die Unmöglichkeit 
einer Funktion mit 2 reellen Perioden gesagt wurde. Aber auch 
ohne die Vermittelung einer schon periodischen Funktion anzuwenden, 
kann man auf den Ausdruck einer doppelt periodischen Reihe kom- 
men, durch folgende doppelt unendliche Entwickelung: 



1 
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<p (x -H ma -h nb) , 

wo a und b die Perioden, m und n veränderliche ganze Zahlen sind, 
denen man alle Werthe von — od bis -4- 6o ertheilt. Und ebenso 
führt in Bezug auf die unendlichen Produkte eine unmittelbare Ana- 
logie auf Ausdrücke von der Form ^ 



■■•*• V ^ma-hnb;' 



wo m und n ebenfalls ganze Werthe annehmen, nur die Combination 
m s= 0, n = ausgeschlossen. Aber die genauere Untersuchung 
dieser Ausdrücke hat einen eben so wichtigen als sonderbaren Um- 
stand zu Tage gebracht. Cajley hat in einec Abhandlung über die 
doppelt periodischen Funktionen, welche im Lioriville'schen Journal 
Band X. veröffentlicht ist, gezeigt, dass ihr Werth wesentlich von 
dem Gesetze abhängt, nach welchem man gleichzeitig m und n in's 
Unendliche wachsen lässt. So z. B. erhält man einen analytischen 
vollständig bestimmten und gegebenen Ausdruck, wenn man sich die 
Bedingung stellt, dass m und u Coordinaten eines Punktes im Innern 
eines Kreises x^ -h j^ =s R' sein sollen , dessen Radius man bis in's 
Unendliche wachsen lässt. Wenn man aber den Kreis durch eine 
andere Curve ersetzt, so erhält man als Grenze eine andere Funk- 
tion, und anstatt auf diese Art doppelt periodische Funktionen dar- 
zustellen, die sich reproduciren könnten, wenn man für x x + a und 
x + b setzt, kommt man auf Funktionen, die sich mit einer £x- 
poncntialgrösse multiplicirt reproduciren. Diese Funktionen geben 
aber in der That die analytischen Fundamente, auf welchen, wie wir 
sehen werden, die ganze Theorie der elliptischen Funktionen beruht, 
aber man wird sehen, dass die Vermuthung, welche auf der Analogie 
der Ausdrücke 

n-('-j). 

-■--1- \ ma-i-nb/ 

gegründet war, sich nicht bewährt, und dass die zweiten Funktionen 
nicht gerade doppelt periodisch sind, obgleich sie die wesentlichen Ele- 
mente zu den doppelt periodischen Funktionen geben. Da wir diese 
feinen und interessanten Untersuchungen nicht in ihrer ganzen Aus- 
dehnung hier ausführen können, wollen wir davon nur eine allge- 
meine Anschauung geben, indem wir uns anf die einfach unendlichen 
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Produkte beschränkeo, welche. zu den trigonomeirischeu FunktioDen 
führen. 

in. Von dem Ausdrnck XX ^ (^'^ ;• 

Die Hauptsache, auf welche wir die Aufmerksamkeit lenken, 
besteht darin, dass dies Produkt nur periodisch ist, wenn man es 
als die schon bezeichnete Grenze betrachtet: 

wenn m unendlich gross wird. Setzen wir in der That 

,W..(i-|)(:-i)...(.-i), 

und lassen wir m und n in's Unendliche zunehmen, unter der Bc- 
dingung; dass 

m SS a;n 

sei, wo (ü eine vorher zu bestimmende Oonstante ist. Wir werden 
sehen , dass für n s= oo , der Grenzwerth von ^ (x) von w abhängt 
und nur dann periodisch ist, wenn (0=1 ist. 
Sei der Kürze wegen: 

yA 1 _ 1 1 1 

jLm^x — n z x<«-l z — n 

1 



V— i- =s 1 1 

j^x -hm x-f-1 x-f- 



z +m 



so giebt Gleichung 1), indem man von beiden Gliedern die loga- 
rithmische Ableitung nimmt: 

^ ^(x) ,^m/x — n .^^ + m 

Es ist aber identisch: 

.^^ X — n "".4^ \x — n n/ j^n'^j^nx—n^ .^^n' 

y-L-=vf-i--iWvi=v ^ +yi 

j6m^ X + m .4^ \x + m my ..g^w m ^iw mx + m^ ^mj m^ 
setzt man also: 



12 



j^m j^n ' 



80 kann man schreiben: , 

y>(x) ^^^nx — n* j^m^mx -f- m> ' 

und man hat die Grenze des 2. Gliedes zu bestimmen, wenn m und 

nin's Unendh*che wachsen. Aber die Reihen >^ , >^ 

^^^nx — n> .^Minx+m^ 

sind beide convergent, haben einzeln endliche Summen, und ihre 

Grenzen sind somit völlig bestimmt, wobei die Bestimmung m = o/n 

keinen Einfluss ausübt. Aber anders ist es in Bezug auf die Reihen 

> — , > — , deren Summen mit m und n in's Unendliche wacji- 

sen. X wird also die unbestimmte Differenz zwischen 2 Unendlich- 
keiten, und es handelt sich darum, ihren Werth zu ermitteln. Zu 

dem Ende wollen wir die Reihe -:r "*" -« H- • • • H durch ein be- 

1 i6 m 

stimmtes Integral ausdrücken, wobei wir von der Relation ausgehen: 

I x/*-i dx = — 
Man hat dann: ' 

^ + I + -3- +•••■*- ^ = J^*dx{H-x+...+x«-i) 

(»11— x™^ 

— I -= dx , 

t/o 1 — X 

\ 

Und die Differenz der beiden ähnlichen Reihen >^— > >^— wird 
ausgedrückt durch: 

/»i 1 — X™ C^, l — x" fi, x» — X™ 

I dx I dx -:; = I dx -:i . 

I/O 1 — X t/o 1 — X Jo 1 — X 

# 

Nun ist noch der Werth dieses Integrals für m = a;n und n = 00 
zu bestimmen. Man erhält ihn vermittelst der sehr einfachen Trans- 
formation 



n 



Pann ergiebt sich; 
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«/« z 

=/-..H)°-('-i 



z \n 



z 

und wenn n unendlich wird, kommt das bekannte Integral: 



J _«_ ^J? dz=:lgC. 



z 

die durch A bezeichnete Grösse hat alßo den Werth lg cd und ver- 
schwindet nur für co = 1, in diesem Falle wird Gleichung 2) : 

^5 -^ i 1 1 1 

^x X X — 1 X — 2 X— -m 

11 1 

xH-1 X— 2 x-+-m 

Es ist klar, dass diese beiden unendlichen Reihen durch folgende 
convergente Beihe ersetzt werden können: 

f*(x) _l 2x _2x . 2x 

^(x) "~ X "^x^— 1 "^x»~ 4"^ • * • ■*"x2 — m» "^ • • * 

Die Summe derselben ist n cot ttx. Aber im Allgemeinen, so lange 
das Yerhältniss co zwischen m und n willkürlich ist, hat man: 

■^^ = TT cot TTX -f- lg a;. 



also: 



J^'x 
dx - — = lg sin TTx -f- X lg a> H- eonst. 



und also: 



^(x) = Ce^'sr.«sin7rx, 
wo C eine Constante ist. 

Dieses Resultat macht die eigenthümliche Unbestimmtheit klar, 

welche der Ausdruck Xj^x ll-i j hat, und kann dazu dienen, 

die analoge Eigenschaft in Bezug auf den doppelt unendlichen 

Ausdruck XX^ l^'"' v ) verständlich zu machen, dessen 

allgemeiner Werth erhalten wird, indem man einen speziellen Werth 
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mit der Ezponentialgrösse e^^'^+ß^+r multiplicirt. Dieser spezielle 
Werth wird aber, wie obes gezeigt, bestimmt, indem man das Ge- 
setz , nach welchem sich die ganzen Zahlen m und n, die man in's 
Unendliche wachsen lässt, ordnen, durch eine Curve angiebt. Aber 
von einem allgemeinen Gesichtspunkt aus kann man fragen, ob es 
eindeutige und ganze Funktionen giebt, welche 2 Perioden haben. 
Dies ist der Gegenstand des folgenden, von Liouville herrührenden 
Satzes, auf welchem dieser ausgezeichnete Mathematiker eine voll- 
ständige Theorie der doppelt periodischen Funktionen gegründet hat.*) 

IV. Lioavüle^seher Satz. 

Dieser Satz sagt uns, dass jede eindeutige Funktion f (x), welche 
2 Perioden a und b hat, sich nothwendig auf eine Constante redu- 
cirt, wenn sie für keinen Werth der Variablen unendlich wird. Um 
dies zu beweisen, gehen wir von dem allgemeinen^ Ausdruck jeder 
ganzen eindeutigen Funktion mit Periode a aus: 






00 

Am e a 



00 



Die Bedingung f (x-f-b) =fx giebt die Gleichung; 
^ Am e » e » =s y Am e * . 



Multiplicirt man beide Glieder mit e a und integrirt in den Gren- 
zen und a, so erhält man: 

An e a sss Aq. 

Hieraus folgt, dass An as ist. Denn da das Verhältniss der bei- 

b 2n*'^** 

den Perioden — imaginär ist, kann nicht e IT =s 1 sein, ausser 

a 

wenn n ss ist. Also An i&t := für jeden Werth von n ausser 

für n =3 0, und f (x) reducirt sich auf die Constante A^. — 

Dieser eben so wichtige als einfache Satz zeigt, dass die doppelt 
periodischen Funktionen nothwendiger Weise Transcendenten von 



*) Ueber diesen Gegenstand giebt das Werk von Briet und Bouquet 
Auskunft: Theorie des fonctions doublement pc^riodiques et en particulier 
des fonctions elliptiques. Paris, Mallet-Bachelier. 
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Bruchfortn sein werden; er giebt a priori über die Eigenthümlich- 
keiten Auskunft, welche die Natur ^der doppelt unendlichen Produkte 

J^j^x (1-f- r) darbietet, ferner zeigt er die Unmöglichkeit 

doppelt periodischer Funktionen aus dem allgemeinen Ausdrucke; 

^(x)^(x — a)^ (x — 2a) y>(x — 3a). .. ^(x-|-a)^(x-|-2a) ^(xH-3a) 

entstehen zu lassen, indem man für ^x eine ganze periodische Funk- 
tion nimmt. Aber obgleich diese Ausdrücke keine doppelt perio- 
dischen Funktionen geben, so geben sie doch die Zähler und Nenner 
derselben, und hiermit treten wir im eigentlichen Sinne in die Un- 
tersuchung der elliptischen Funktionen ein. 



C. Addition der FunktioneD e (x), H (x), iiir Ausdruck 

10 Produkten und Beihen. 

Höchst wichtig und interessant ist die genaue Untersuchung 
derjenigen Kunstgriffe, durch welche man, von den -oben auseinander 
gesetzten Gsiindbegriffen ausgehend, zur Kenntniss einer neuen 
Funktion gelangt, aus welcher eine ganz neue Beihe analytischer 
Begriffe entsteht; und ein vollständiges Handbuch über diesen un- 
sem Gegenstand dürfte keine dieser Methoden ausschliessen, welche 
in Bezug auf die Funktionen Q (x) und H (x) entdeckt und benutzt 
worden sind. Hier aber werden wir nur zwei* geben, deren eine sich 
natnrgemäss an das Vorhergehende anschliesst, und deren andere 
uns dazu führen wird, einen Abrids von den analogen Funktionen 
mit mehreren Variablen und von einer hohem Ordnung zu geben, 
welche man Abelsche oder hyperelliptische Funktionen nennt. 

I. Erste Methode. 

Wir bedienen uns in dem Folgenden derjenigen Bezeichnungen, 
welche Jacobi in seinem unsterblichen Werke: Fundamenta nova 
theoriae functionum ellipticarnm angewandt hat, und benennen die 

Grössen, welche als Perioden dienen, mit K und iK', wo i s= y — 1 
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ist. Indem unter ip (x) eine ganze Funktion mit der Periode 2K 
verstanden wird, betrachten wir statt der Ausdrücke 

f (x) ip (x— iK') <p (x— 2iK') . . . ^ (x+iK') <p (x-H2iK') . . ., 

von denen wir wissen, dass sie nicht zur Definition einer völlig be- 
stimmten Funktion dienen können, den folgenden: 

(P (x) = ^ (x+iKO ip (x+3iK') ip (x-H5iK0 , . . 

ip (— x-HiK') ip (-xH-3iK') if (— x+öiK') .... 

Man hat zunächst 

(P(x+2K) « (P(x), 

und es ergiebt sich immittelbar 

Man kommt also auf keine doppelte periodische Funktion, aber 
diese ' neue Art von Ausdrücken führt , wie wir sehen werden , auf 
vollständig definirte und bestimmte Funktionen. 

Sei z. B. die ganze Funktion, welche 2K zur Periode hat: 









>(x)=l- 




so 


hat man 












9 (-x-iKO 
f>(x+iK') "^ 


--!j(x+iK') 

- e "^ 


Setzt man 


noch: 








• 




q = e 


K 

9 


so 


ergiebt 


sich: 




* 






^[x-h(2mH-l)iK']^[- 


.x-t-(2mH-l)iK'] 








Ä 1 — 2q««»+i cos 

• 


^x , „ 

_ + q4ni+2 



nnd also: 



(x) == ^1 - 2ti cos ^H-q'Wl _ 2 q' cos ^ + q«) 

(l-2q»0O8"j^+q") 

Wenn der Modul von q kleiner als 1 ist, so stellt dies Produkt 
eine vollständig definirte und bestimmte Funktion dar, denn die lo- 
garithmischc Ableitung giebt folgende Reihe: 
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'(X) 27r . TTX 

sss -s^ sin 



^^ * 1 — 2qc08-g- + q* 1— 2q» cos -g^ + q 



1— 2q»coB-|T -f- q^® 



K 

welche im angenomraenen Falle immer convergent ist, welchen reellen 
oder imaginären Werth die Variable x auch habe. 

Indem wir als Factor eine Constante A einführen, setzen wir 
mit Jacobi: 

Ö(x) = A(P(x) 
oder: 

^(r--—-) =• A{1— 2qcoB2x-f-q») (1 — 2q'co8 2x + q«) 

(1— 2q*C08 2x-Hq'») . • . . 

Dies ist die erste der von uns zu definirenden Funktionen. Sie er- 
füllt die Relationen: 



; *(x + 2K) « *(x), 



1) ^ 



6>(x+2iK;)=: ~ #(x)e '^ , 

welche der Theorie als Grundlage dienen. 

Sei 2tens: « 

jy (x) = — i *(x + iKO e*K 

so findet man unmittelbar die Beziehungen, welche der vorgehenden 
ganz ähnlich sind: 

!fi'(x + 2K) =» -ifCx), 
H(x+2iK0= — Ä(x) e K 
und den entwickelten Ausdruck giebt die Formel 

B (-;p) = A.2 V^qsin x (1— 2q« cos 2x+q*) (1— 2q«cos 2x+q8) 

(l--2q«C08 2x-f-q'«). . . 

Dies isir die 2. unserer fundamentalen Funktionen ; indem man sie 
durch die erste dividirt, erhält man eine doppelt periodische Funk- 
Her mite, Theorie der eUiptiechen Fnoktionen. 2 
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tion, denn wegen der Relationen 1) und 2) genügt der Quotient 

^ . den Bedingungen: 

H(x -h 2K) _ _ Ä^(x) 
^ (x + 2 K) "" Ö (xV 

Ä (x + 4 K) __ H{y) 

Ö (x + 4 K) "* ^ (x) * 



Setzen wir noch 



H{x +2iK') _ Ä>) 
^ (xH"2iK0 ■" 6^ <x)" 



^, (x) = ^(xH-K), 
Ä, (x) = Ä(x-hK), 



d. h. 



/2 Kx\ 
SA-^\=^X (l-h2qcoft2x-|-.q«) (1 -f- 2q» cos 2x-h q«) 

(l + 2q^cos2x + q^«) . . . 

H,( — ?j = A.2V^qco8x(l-f-2q^cos2x+q*) (l-|-2q*cos2xH-q») 
(l+2q«co8 2x-t-q»2) .... 

Diese beiden neuen Funktionen führen zu .den Beziehungen; 

6». (X+2K) « 0, (X), 
.3) 



i/r 

«* (x -*- 2iK') = </, (x) e 



-^(x^iKO 



. Ä.(x + 2K) = -fi.(x), 

/ Ä, (x-|-2iK') = Ä, (x) e K 

o fx^ Tx^ 
derart, dass die Quotienten -ir-r~\^ jr7~\ *^^^ doppelt periodische 

Funktionen sind, von denen jede zur Vorhergehenden in ähnlicher 
Beziehung steht, wie der Sinus zum Cosinus, und die das System 
der 3 neuen Transcendenten bilden, deren Untersuchung die Theorie 
der elliptischen Funktionen bildet. Wir werden sie unter eine an- 
dere analytische Form bringen, vermöge welcher sie sich an die 
hyporelliptischen Transcendenten mit mehreren Variablen und viel- 
facher Periodicität anschliessen. Aber diese erste Methode* hat den 
Vortheil, unmittelbar die unendlich vielen Wurzeln der transcen- 
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deuten Gleichungen zu geben, welche man erhält, indeni man jede 
dieser Funktionen gleich Null setzt, nämlich: 

6^ (x) == 0, X = 2mK-f-(2m'H-l)iK', 

H(x) == 0, X = 2mK-f-2m'iK', 

e^ (x) i= 0, X = (2m+l)K+(2m'+l)iK', 

H,(x) = 0, X « (2m+l)K-h2m'iK', 

wo m und m' beliebige ganze Zahlen sind.^ Zu den verschiedenen 
80 eben gegebenen Grundbeziehungen fü^en wir noch die folgenden, 
welche oft angewandt werden, hinzu: 

(x+iK') = ifr(i)e~*S <*'*"'* ^ 
Ä(x + iK') » iÖ(x)e « • , 

0.(x + iK') = H,(x)e « 
^.(x + iK') = ö.(x)e «^ \ 

Endlich machen wir noch darauf aufmerksam, dass diese Be- 
Ziehungen sich nicht ändern, wenn man für x >lx, für K und K' ^K 
und ^K' setzt, so dass man eine der Perioden beliebig annehmen, 
also z. B. K SS 1 setzen kann. Denn von diesem speciellen FalL 
wird man sogleich zu unsem allgemeinen Ausdrücken zurückgeführt. 
Aber diese Specialisirung ist Von der, welche wir gebrauchen wer- 
den, verschieden. Wir werden von der letzteren sprechen, sobald 
sie sich naturgemäss darbietet. 



i: 



n. Zweite Methode. 



Der Liouville'sche Satz, dass 'eine eindeutige ganze Funktion 
Am e i^ ) mit der Periode a nicht gleichzeitig eine Periode b 



haben kann, ohne sich auf eine Constante zu reduciren, führt natur- 
gemäss dazu, den analytischen Ausdruck der doppelten periodischen 
Funktion unter der Bmchform 
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S 



« 2m *-^ 
Bm a a 



ZU suchen. 

Versuchen wir also Am und B^ durch die Bedingung zu be- 



stimmen : 



2:A.e-'-? 2A„e-'fc— > 



>l;rx «--V _ in 



WO b die 2. Periode ist. 

Sei der Abkürzung wegen 



«tJL 



q == e » 
durch Wegschaffen jder Nenner erhält man: 

V^A 2m*^-? V^^ 2m^(x+b) 

2^Ame a 2;^Bme a^^ 

und in dieser neuen Gleichung sind die Coefficienten derselben Ex- 
pouentialgrösse e-^^^ gleich zu setzen. Man erkennt aber sogleich, 
dasB diese Coefficienten die Reihen bilden: 

-1-00 ^oo 

>! A^oi-m) B,n q^™ und ^ A(;,_m) B« q^C^- "^ ^ 

derart, dass, wenn man für den Augenblick n statt m als Index des 
allgemeinen Gliedes der 2. Reihe setzt, man auf folgende Gleichung 
kommt, welche für jeden Werth von /x gilt; 

-f-QO 4-00 

^ A(;, ^m) Bm q2« = ^ A(f,^n) Bn q^Ot-n) . 



00 — 00 



Es könnte schwierig scheinen, hieraus die unbekannten Funktionen 
Am und Bm in ihrer ganzen Allgemeinheit zu finden. Hier werden 
wir uns darauf beschränken, diejenige Auflösung zu suchen, welche 
sich von selbst darbietet, und die darin besteht, die Gleichheit der 
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Reihen zu erhalten, indem mnn sie identisch macht. Zu dem Ende 
setzen wir: 

und nehmen an, da^s n als Funktion von m gegeben sei, derart, 
dass diese beiden Grössen gleichzeitig dfe vollständige Keihe der 
ganzen Zahlen darstellen können. Dies geschieht, wenn man setzt: 

n = m -*- k, 

wo k eine ganze Zahl ist, und nachdem man die vorige Gleichung 
unter die Form gebracht hat: 

A.ß — m Bq 

^ird man finden: 

^ipr-n) __ B (m+k) 

q2f^-.m-k) A(;,_i„_k) — q««»Bm' 

Da aber die Gleichung eifüllt wird, was auch fi sei, so kann 
man setzen: 

fi — m — k = m', 
wo m' eine ganze von m unabhängige Zahl ist. Dies giebt: 

A(m^+_k) B(m+k) 

woraus man erkennt, dass jedes Glied gleich einer Constauten ist. 
Die unbekannten Funktionen Am und Bm sind mithin 2 Auflösungen 
derselben Differenzengleichung: 

^- = conBt., 
deren allgemeines Integral ist: 



m» 



-—-•4- am 
Zm ^ Q '^ Hm ) 

wo a von der . Constante des 2. Gliedes abhängig ist, und am die 
Bedingung erfüllen muss: 

am+k ^^ Am» 

Wie man sieht, kann die Grösse a spezialisirt werden, ohne die All- 
gemeinheit, des Eesultats aufzugeben. Denn man findet die letztere 
wieder, wenn man.x-f-/9 für x in die Funktion einsetzt. Wir setzen 
a SS und erhalten für Am und Bm die folgenden Werthe : 
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m» 



An = am q ^ 

Bm = bm q k » 
wo am und bm die Bedingungen erfüllen: 

Ä(ni+k) ^ ftm ) 
b(m+k) = bm . 

Setzt man also: 



(x) = ^ am q k e 



OD % 

-j~ 2 m — 



00 



//(x) « ^bmqTe 



-r- 2m — 



00 



(P (x) 
so wird der Quotient rj r \ der Ausdruck für eine doppelt perio- 
dische Funktion sein, welche durch unsere Analjsis gegeben ist, und es 
handelt sich jetzt darum, die merkwürdigen Beihen, auf welche wir für 
den Zähler und den Nenner gekommen sind, genauer zu untersuchen. 
Was zunächst die Convergenz anbetrilBfl, so wird, wenn man, wie 
wir getban haben, den Modul von q kleiner als 1 annimmt , die 
ganze Zahl k, welche sonst willkürlich bleibt, offenbar positiv an- 
genommen werden müssen. Dies zugegeben, werden die beiden in 
Rede stehenden Reihen, da sie nach quadratischen Potenzen von q 
fortschreiten , für alle reellen und imaginären Werthe der Variablen 
sehr rasch convergiren, und zwar so rasch, wie noch an keinem 
Beispiele in der Analysis bisher vorgekommen ist. Um demnächst 
zu sehen, wie sich die doppelte Periodicität des Quotienten ergiebt, 
wollen wir z. B. im Zähler x + b für x setzen. Man erhält dann 



m* xrc 



(x+b) = ^a„ qFe*"T (»**> 

oder 

(x+b) = y am q ^^ e * , 

mit Berücksichtigung des Werthes von q = e ^ . Aber mau kann 
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im allgemeineD Gliede für m m — k setaen, w«il der Iudex alle gan- 
zen Werthe von — oo bis + oo annimmt Indem man also a(i]i~k)==^ttin 
setzt, findet. man: 

., ,x Vr^ -i— T— i- + 2(m— k) 2(m— k) 

(P(x-hb) e» > aa^ q k ^ ^e » 

-~-k 2<in-k)--. I 

am q'' e a j 



-k —2k . ^^ — 2in 

= q e»a ^aniq^'c * 



derart, dass die ursprüngliche Reihe (x) sich als Faktor wieder- 
findet. 

Diese Grundbeziehung bringen wir unter folgende Form: 

<P(x + b) = ^ (x) e""«"^'*"^"^ 

und in Rücksieht darauf, dass wir sie erhalten haben, ohne irgend 
wie die willkürlichen Coefficienten am zu bestimmen , können wir . 
hinzufügen : 

/7(x + b) = /?(x)e-'''>"''\ 

Hieraus zeigt sich auf.'s Klarste, wo die doppelte Pcriodicität des 
Quotienten der beiden Funktionen (x) und 11 (x) herrührt. Jede 
der beiden bat die Periode a, und wenn man x-f-b für x setzt, 
kommt nur eine beiden gemeinsame Exponentialgrössc als Faktor 
hinzu, welcher durch die Division wieder verschwindet,*). 

Man wird bald die wichtige Rolle erkennen, welche die ganze 
Zahl k spielt. Durch sie werden in den Zähler und den Nenner 
k willkürliche Gonstanten eingeführt, zufoige der Bedingungen 

a(m+k) ^ *inj 
b(m+k) = hm. 



*) Wenn k eine gräde Zahl ist, kann man nachfolgende Relation 
merken: Es sei 



m' „ iTzx 
2m 

e » 



eine Funktion, die nur darin sich von 4> (x) unterscheidet, dass die Coef- 
ficienten am in einer andern Ordnung vertheilt sind. Man hat dann: 



<P(^ + ^) = <P.(x) 



e ^* 



L 
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jedoeli jetzt bemerken, dass es immöglich ist, den Be 






-k-<ii+*) 



i eindeutige ganze ITuoktionen zu genügen, als dorch 
ide Keihe. Setzt maa nämlich unter dieaer Annalime 



«w-X'' 



fw-X* 



q k e 



I Bedingung zu erfüllen, eo wird, wenn man dies in die 

: einsetzt und die CoefficieiJt«n dereeibcn Exponeotial- 
ejnaiider vcrgleiclit, »(m+k) = »m. Bevor wir weiter 
n wir eine kleine Abschweifung machen, und darin einige 
eine ebenso merkwürdige als wichtige Verallgemeinerung 
Seihe sagen. 



kmig tkber die Funktionell m«hieier Variablen mit 
nel&oher Feriodioit&t. 

inktion f (x„ i,, ■ . • in) von n Variablen kann nicht allein* 
f jede Variable für sich betrachtet, periodisch sein, soa- 
n Bezug auf Alle zusammen, wenn sie eine Gleichung 
TOn folgender Form erfüllt: 

f {3i,+a,,Ä, + ft,. . .xn+a„ ) = f(i,,z, .. ,3t„). 
Unter diesem allgemeineren Gesichtspunkt ergiebt sich lunächst 
der Satz, dasa eine eindeutige Funktion von n Variablen höchstens 
3n gleichzeitige Perioden haben kann.*) 

Aber äusseret bemerken swcrth ist ea, und man verdankt diese 
schöne analytische Entdeckung Biemann in Götliugen, dass bei ein- 
deutigen oder vollaläiidig bestimmten Funktionen die 3n gleich- 
zeitigen Perioden nicht b piiori gegebene, d. h. von einander unab- 



*) Lit es eine ganze Funktion, sii hut sie höchsteua n Perluden. 
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hängige Grössen sein köuticn. Bildet man in der That mit n gleich- 
zeitigen passend gewählten Perioden: 











*1» *2 • 


• • *n > 














b^, b, . 


• . bn ) 




• 


y 


Sl » &2 • 


• • gn , 




die 


n 


linearen Funktionen: 








tf 




X. 


= 


»i »i + b. 


Xj "t™ • • • 


,-f-g* 


Xn , 






X, 


• • 


a, X, + b. 


Xj "T" • . . 


• • • • 


• • 



Xn ^ an Xj -fr bn Xj •+• . . . -4- gn Xn ) 

and setzt: 

f (X, , Xj , , . Xg ) = F (x^ , Xj . . , Xn ) , 

so hat man eine transformiiie Funktion, die in Bezug auf jede 
Variable periodisch ist, aber ausserdem n andere gleichzeitige Perio- 
den besitzt, und in Bezug auf die letztern, zeigt sich in einfachster 
Weise die folgende Beziehung. 

Bezeichnen wir sie mit: 

Aj, Aj ... An , 
B^, Bj . . . Bn , 



i^^ , nTj » . . Wn » 



Der Biemann*sche Satz besteht darin, dass die Glieder dieser 
Zusammenstellung, welche symmetrisch in Bezug auf die Diagonale: 
A^, B, • . . Gn liegen, unter sich gleich sind, oder, was dasselbe ist, 
darin, dass die linearen Funktionen 



Ä.. X| 1 ^'■9 Xj 1 • • 

B^ X, -H Bj X, -H . . 


• + An Xn ) 

• -f- Bn Xn , 


G^ x^ -f- G, Xj -f- . . 


• "T* ^n Xn , 



partielle Ableitungen einer und derselben quadratischen Form mit n 
veränderlichen Grössen sind. Das Folgende ist die Verallgemeine- 
rung der Reihen, welche sich auf die doppelt periodischen Funk- 
tionen bezogen, sie giebt den analytischen Ausdruck für die analogen 
Funktionen mit n Variablen und 2u gleichzeitigen Perioden, 
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Die quadratische Form, von der wir so eben gesprochen haben, 

sei = ^ (^1 » 3^2 • • ■ *n ) , und setzen wir 



<P(x^,X, ...Xn) == ^a(m^^ni^...)e 



u 



2i^(n»j »i+m, »a+--0 + -j'y'(nij, m^.,,) 



WO das Zeichen 2* sich auf alle ganzen -Werthe von — od bis + od 
der n Igdices ni^,_mj...mn bezieht, und der constante Ooefficient 
a(m m ...m.) der Bedingung unterworfen ist, dass er denselben 
Werth wieder annimmt, wenn man einen beliebigen Index um die 
ganze Zahl k yermehrt. Diese Funktion ist offenbar periodisch 
in Bezug auf jede Variable für sich betrachtet > und Folgendes ist 
die Grundeigenschaft, welche sie mit den elliptischen Keihen ver- 
bindet. — 

Seien a^ , a, . . . an n willkürliche ganze Zahlen, so hat man : 



= (P (X., X, . . . x„) e-'""P<'.«.-^»".'.----^''K'«.-W. 



Da diese Beziehung die Constante 8(10 ^m ...m ) nicht enthält, so 

wird eine andere Keihe II (x^ , x, . . . Xn), wo die Constanten anders 
bestimmt sind, in gleicher Weise geben: 



" \^' ^ ' da, ' ""* ^ ^ da/ • • """ ^ ^ da„ J 

= J7 (X , X, . . . Xn) C^*'' '■*'** Xj + äa, z^+ . . . + y (aj a, . . .)]^ 



woraus folgt, dass der Quotient „ *^ — * * * ' — -. eine Funktion 

* // (Xj , Xj . . . Xn) 

mit n Variablen und 2n Perioden darstellt, von denen n der Einheit 
gleich sind, und jeder Variablen besonders angehören, die übrigen n 
die Glieder der Zusammenstellung sind, aus welcher die quadratische 
Form f (x, , x^ . . . Xn ) abgeleitet wurde. Sie ergeben sich in der 
That au» den voranstehenden Gleichungen, wenn man darin die 
ganzen Zahlen a,, a, . . . an nach und nach gleich Null setzt, mit Aus- 
nahme einer einzigen , die gleich Eins gesetzt wird. In den Reihen 
kommt auch eine ganze Zahl k vor, wovon die Anzahl der willkür- 
lichen Constanten abhängt, welche darin enthalten sind. Aber diese 
Anzahl ist begrenzt und bestimmt, wenn die folgende Bedingung, 
deren Entdecker ebenfalls Riemann ist, erfüllt wird. 
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Sei 

Pu Pa • • • Pn > 

q^ , q, . . . qn ) 

ein System von n^ willküi'lichen Constanten, so ist es nothwendig 
und ausreichend, dass die Funktionen 

^ (Xi -+- Pi, X, H- pa . . . Xn -+- Pn ), 
f (Xi -*- q», Xj + q, . . . Xn -f- qn Ji 



1 (X^ •+- 8^ , Xj •+- Sj . . . Xn -f- Sn )> 

gleich Null oder gleich unendlich gesetzt, nur eine bestimmte und 
endliche Anzahl von Auflösungen zulassen, welche man nicht mit 
Bücksicht auf die Perioden, die eine auf die andere reduciren kann. 

Die erste Kenntniss von diesen Keihen verdankt man Goepel 
und Koscnhaim, sie haben dieselben für den Fal], dass nur 2 Variablen 
vorhanden sind, angewandt, um die umgekehrten Funktionen der In- 
tegrale von Quadratwurzeln zu finden, welche Polynome fünften und 
sechsten Grades enthalten. Weierstrass, indem er weit über die von 
beiden ausgezeichneten Mathematikern erreichten Ergebnisse hinaus- 
ging, löste mit Hülfe derselben Reihen das Problem der Umkehrung 
der Integrale von Quadratwurzeln aus Polynomen von beliebigem 
Grade in seiner ganzen Allgemeinheit. Nach ihm gelangte auf einem 
ganz verschiedenen Wege Riemann zu demselben Resultate, und in 
dem noch viel weitern Felde der Transcendenten mit beliebigen alge- 
braischen Differenzialen begegneten sich diese beiden grossen Mathe- 
matiker abermals, indem sie gleichzeitig das so allgemeine Problem 
der Umkehrung von Integralen beliebiger algebraischer Funktionen 
Tosten, eine der schönsten und wichtigsten Untersuchungen, die je* 
mals in der Analysis vorgekommen sind. 



IV. Vergleich zwlBchen den Ausdrücken der Funktionen und 
H in Form von unendlichen Produkten und Reihen. 

Wir haben in einem flüchtigen Ueberblick die Verbindung und 
Analogie zwischen den Reiben gezeigt, welche doppelt periodische 
Funktionen mit einer Variablen geben, und denjenigen, welche zu 
den allgemeinern Aberschen Transcendenten führen« Der einfachste 
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Fall) mit dem wir uns nun ausschliesslich beschäftigen werden, ist 
jedoch der einzige, wo eine Zerlegung in Factoren stattfindet, was 
im allgemeinern Falle, wo die Reihen 2 oder mehrere Variablen ent- 
halten, in keiner Weise geschieht. Die Zurückführung beider Arten 
von Ausdrücken auf eihander macht sich ganz von selbst, und folgt 
aus den Beziehungen, die wir oben gegeben haben, und hier noch- 
mals zusammenstellen wollen: 

Cx-f-2K) = (x), ^(x-f-2iK'J = — ^(x) e"^^^'*'^^'^ , 

jr(x+2K) = — Ä(x), 5(x-|-2iK0 =r — ir(x) e « ^ \ 
e, (X+2K) « 0, (x), 0, (xH-2iK0 « 0^ (x) e""«^* '*""^'^ , 

Ä,(x+2K) = -^,(x), Ä,(x+2iK') = H,(x) e K ^*-^ >. 

hieraus folgt unmittelbar: 

^(x-+-4K) = ^(x), S'(xH-4K) = H(x). 

* 

Elle Funktionen (x) und H (x) erfüllen beide also die Bedingungen 

(P(xH-4K) =:^(x), - 

(x H- 2iK') = — <P (x) e"K ^' "*" '^'^ , 

und die Funktionen 0^ (x) H^ (x) aus ähnlichen Gründen die fol- 
genden : 

(P(x-*-4K) = (P(x),' 
(?)(x-l-2iK0 = <^(x)e'"K(*'^*'^'>. 

« 

Dies. sind aber dieselben Bedingungen, denen der allgemeine 
Ausdruck genügt: 

.<P (x) = > am q k e 



a 



wenn man dariq k gleich 2 setzt und als Perioden annimmt: 

a = 4 K, 
b = 2 i K'. 

Die Constanten am rcduziren sich dann auf zwei, a, und a^ , und 
da sie, wie wir gezeigt haben, hinreichen, die allgemeinste Auflösung 
dieser Gleichungen durch ganze Funktionen darzustellen, indem man 
ihnen passende Werthe giebt, so sind die beiden Funktionen 0^ (x) 
und H^ (x) di^rch folgende Reihe bestinmit; 
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00 
CO 






00 



Diese Beetimmung folgt übrigens unmittelbar aus den Bedingungen : 

H,(x-h2K) = — Jy,(x). 

In der That sieht man, dass die mit a^ und a^ multiplicirten 
Reihen, bezüglich die erstere und die zweite Bedingung erfüllen, 
derart, dass man hat: 

-^- 00 

^^ i;rx 



Jmm/m 



— 00 

00 



ß H, (X) = y q^ '"**' ) 

^— • 00 



^(2m+l) — 



WO a und ß Constanten sind. Ersetzt man die Exponentialgrössen 

2Kx 
durch trigonometrische, und die Variable x durch , so erhält 
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man folgende merkwürdige Entwickelungen : 
a 0y { j = l+2qcos2x+2q*cos4x-|-2q9cos6x"+- . . . 

ß H^^i — -j = 2V^qco8x+2v^q9co83x+2V^q"co85x-h... 

Indem man hier x durch x + -x- ersetzt, erhält man noeh: 

/2 Kx\ 
a 9{ ) =5x 1- 2qco82xH-2q*co84x — 2q9cos6x+^.. 

hH(^^\ = 2V^qsinx-^2*/q»8in3x-|-2v^^*sin5x— ... 

Aus der Beziehung 

9 ,(x-f-iK') = ^,(x)e"*K^^*'^*^'^ 
ergiebt sich nocli, dass die beiden Constanten a und ß einander 



gleich sind. — Dies sind die Identitätsbesiehongen zwischen den un- 
endlichen Reihen und Prodnkten, sie sind Yom grossten Interesse 
nnd 4cönnen anch auf Terschiedenen anderen Wegen gefimden wer- 
den. Jakobi, ihr erster Entdecker, nnd Canchj haben deren mehrere 
ganz elementare angegeben, am meisten ist dies jedoch der folgende, 
der Ton Canchj herrührt. 

Wir betrachten mit diesem berahmten Mathematiker das ganze 
unendliche Polynom: 

^ (x) = (1-I-») (1 + qz) (l+q»«) . . . (l + q— »«) 

= l-hAjZ-f- A,Z* -+-... -f- AbZ» . 

Die identische Beziehung: 

(1-f-z) ^ (qz) = (l-l-q»z) ^s 
ergiebt folgende Reihe Ton Gleichungen: 

A,(l_q)» 1-q-, 
A,(l-q») = A.(q-q«), 
A, (1— q*) = A. (q'-q-)r 



woraus sieh unmittelbar ergiebt: 

_ U'-Jj (l-q») (1 - q»-») . . . (1 -qn-m) 

'~^ (1 q)(i-q')...a-q') • - 

Verstehen wir jetzt für einen Augenblick unter (s) dasjenige, was 

BT 

aus ^ (z) wird, wenn man q' für q setzt, 2n für n, und -j^zi ^^ ■*• 

Setzt man nun: 

0(z) = l-f-a,z-|-a,z»-|-.,. + a8n»*», 

so erhält man leicht ai mittelst A], und indem man den Index n-f-i 
einführt, ergiebr^sich folgender Ausdruck: 



,_„, (l~q^)(l~q4«^>)...(l~q»a-»-.») 
(»+.) q ^j_^,j ^^_ ^,^ (l-q«n+») • 

Die Zahl i kann aDe Werthe von — n bis + n annehmen , man 
kann sich aber z. B. auf die positiven Werthe beschränken, denn 
man findet leicht die Beziehung: 

a(n-i) = «(n+i). 

(z) nimmt so folgende Form an: 
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0(z) = anZ» -I-. a(„+i) (zn-l-*. B»+l) + a(n+«) (z»*« -*- zn+2) -|- . . . 

H- a2n (1 -+-z2ii) 

» 

oder: 



0{z) SS anZ" 



1 "+- — (z + Z-1) -h (Z« + Z-2) + . . . 



Kommen wir jedoch auf den Werth von (P (z) unter der Produktform 
zurück, und bemerken wir zunächst, dass wenn man q durch q^, und 
n durch 2 n in ^ (z) ersetzt, sich ergiebt: 

(1-f-z) (1-f-q'z) (iH-q'z) ... (l + q*«-«z) 
=* [(1-f-z) (l-f-q*z) ... (l-hq»n-» b)] 

[(1 -f- q2n z) (1 + q2a+2 z) (1 + q^^-M z) . . . (1 -f- q*n-2 z)] , 

z 
so dass, wenn man schliesslich ^^_^ für z setzt, erhalten wird : 

*(.>-[(.*5j..)(-,-^-)-('-9] 

X [(l-l-qz) (l-*-q'z) . . . (l-hq2n-iz)]. 

Die Faktoren des ersten Produkts kann man noch anders schreiben, , 
es ist nämlich: 



- ?(' - V). 



z 



Dies giebt fiir ^(z) den neuen Werth: 

(1 -f- qz) (1 -+- q'z) ... (1 -f- q2n-iz). 

Dies ist die schliessliche Form des Produktes von Faktoren, wovon 
wir die Entwickelang naoh Potenzen von z bereits haben. Sei, der 
Abkürzung wegen: 



an = — i, — = aiq'-', 



d. h. 



5ln = 



tti 5S= 
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(l-'q») (l-q*) . . . (l-q8») ' 

(l--q»n) (l-qg°-8) ... (l>-q2n-2i+g) 
(l_q2n+2) (l_q2ii+4) . . . (I_q2in-2i) • 



Die algebraische ]^dentität, die wir entwickelt haben, nimmt 
dann die Form an: 

(1 -h qz) (1 -h q*z) ... (1 -f. q2»-iz) 
= ^n[l-l-a,q(2H-z-i)-|-a^q*(z>-l-z-2)-l-...-+-aüq"*(z«+g-»)], 

und, wenn man z = e^^ setzt: 

(H-2qcos2x-|-q«)(l-f-2q»cos2x+q«) ... (l-+-2q2»»-icos2x-*-q*»^«) 
= ^ii(l-*-2aAqcos2x-|-2a2q*cos4x-f-.,.-H2anq"'cos2nx), 

für unendliches n aber hat man: 

1 

5ln - (i_q,) ^j_q,) ^^_q,^ (l~q«)... 

tti = 1, 

und die algebraische Identität giebt ans die wichtige Eigenschaft 
der Transcendente 0^ (x), welche in der Relation enthalten ist: 

(l-f-2qcos2x-hq^) (l-l-2q»cos2x-Hq^) (l-h2q»cos2x-f-q^®)... 

1 -f- 2q cos X -f- 2q* cos 4x + 2q9 cos 6x -H . . . 

"" (l-q>) (1-q*) (1-q«)... 

Dies Resultat setzt uns in den Stand, die erste Definition, welche 
wir von den 4 Funktionen (x), H (x), 0^ (x), H^ (x) gegeben haben, 
indem wir sie durch ein Produkt von Faktoren darstellten, welches 
mit einem bis jetzt willkürlichen Coefficienten A behaftet war, voll- 
ständig zu präcisiren. Wir setzen nämlich: 

A = (l-q*) (1-q*) (1-q«) (l-q«) . . . 

und haben also: 

/2 Kx\ 
0^ ( ) = l-*-2qcos2x-|-2q*cos4x-+-2q»cos6x-|- . . , 

Hieraus und mit Hülfe der Belation: 

^,(x-|-iK') = Ä,(x)e~4l<**^*'''> 
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ergiebt sich: 

hJ — ^j = 2V^qcosx-|-2\^q»co83x-f-2v^q"cos5x-|-.... 

TT 

Und diese beiden Formeln geben, wenn man x +-^füi*x setzt: 

(2Kx\ 
j = 1— 2qcos2x+2q*cos4x— 2q8co36x-|-... 

H (—^j = 2V^qsinx--2v^q«sin3x-h2\rq^sin5x— .... 

Dies sind die Transcendenten , deren Eigenschaften wir ent- 
wickeln wollen in der Form von unendlichen Produkten nnd Heihen. 



D. Deber die beiden Haoptformen, welche unter üDeodiich 
viel andern die Vunctionen @, H u. s« w. annehmen lulinnen« 

Dieser Punkt berührt den schönsten Theil der Theorie der 
elliptischen Funktionen, die Theorie der Transformation, welchen zu 
geben, uns die Grenzen dieses Abrisses nicht erlauben. Aber un- 
abhängig von ihrem eigentlichen Interesse werden uns die Formeln, 
welche wir sogleich entwickeln wollen/ und welche denjenigen spe- 
ziellen Fall der Transformation der Funktionen ßHu.a, w. geben, wo 
man die Grössen K und iK' mit einander vertauscht, später unent- 
behrlich sein, und wir dürfen sie um so weniger übergehen, als, wie 
man sehen wird, sie auf die leichteste Art entwickelt werden können. 
Uebrigens ist dies der Weg , der zu der analogen und allgemeinen 
Untersuchung führt, wo man K und iK' durch mK+m1K', nK+n'lR' 
ersetzt, wo mm' n n' ganze Zahlen sind, und welche eben den Ge- 
genstand der Theorie der Transformation bildet. Ist mn' — m'n == 1, 
so kommt man auf den Gegenstand, welchen Jakobi die Theorie 
der unendlich vielen Formen der Funktionen H u. s. w. nennt. 
Aber unter allen diesen Formen .verdienen diejenigen, welche wir 
entwickeln nnd anwenden werden, ganz besondere Aufmerksamkeit. 
Wir setzen: 



;rx» 



B (x) = e4KK' e (x). 



rx» 



t9^ (x) = e4KK' 0^ (x), 

Herrn ite, Theorie der elliptisobeo Funktionen. 
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TTX» 



7} (x) = e4KK' H (x), 



rx^ 



rj, (X) = e4KK' ä; (x). 

Man sieht unmittelbar, dass den Grundbeziehungen der Funktionen 
9H 9^H, nämlich : 

a) ^(x-hK) =. ^, (x), 

^(x^K) = H, (X), 
6?, (x-hK) =.^ (x), 
^,(x-hK) = -^(x); 

b) 6^ (x-f- iK') = iH (x) e *K 

Ä(x -h iKO = i^ (x) e *^ 
ö, (x-hiKO = if, (x) e ^'^^ 

jy, (x-f-iK') « ei, (x) e *K - 

Die folgenden entsprechen: 

, c) ^(x-hiK') =» i3y(x), 

yj (x^iKO « i^{x), 

^, (x-hiKO = 37, (x), 

,7,(xH-iK') = ,9, (x); 

d) i9 (x + K) = ^, (x) e ^ ^^'"^•'^^ ^ 

5^(2x-l-K) 

^(x + E) = J7, (x)e*K' 

-^(2x + K) 

^,(x-f-K) = ^ (x) e^^^ 

,— (2 X + K) 

jy,(x-hK) ==— 3y(x)e4K' 

£rset;;en wir jetzt die Gleichungen a) durch die folgenden, welche 
ihnen gleichbedeutend sind: 

a') S (X — K) = 6>, (x), 

H{x-^K) = — Ä,(x), 

^,(x~K) = ^(x), 

^,(x— K) = ^(x). 

Indem man dann die Gleichungen a') und b) mit den Gleichungen 
c) und d) zufiammenstellt, sieht man, dass das zweite System von 
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Beziehungen mit dem ersten YÖUig übereinstimmt, wenn man darin 
ersetzt einerseits: 

K und iK' 
bezüglich durch: 

iK' und — K 
und andererseits 

»{X), ,(x), «. (x), ,.(x) 
durch : 

H.ix), yÄ(x), 0.(x), 0(x). 

Die neuen Funktionen, die wir eingeführt haben, sind also auf 
die alten zurückgeführt; bemerkt man noch, dass durch die Aenderung 

— TT— 

von K in iK' und von iK' in — K , die Grösse q = e ^ in 

q^ssse ^' übergeht, so erhält man die folgenden Ausdrücke, wo- 
rin M und N zwei constante Factoren bezeichnen: 

/2iK'x\ 1 

1») ^i—^) = M2/q,cosx(l-f-2qJcos2x-f-qJ) 

(l+2qJcos2x-HqJ) (l-H2qJcos2x-f.q{»).. . . 

'v(^^-^) = M2V^i;^sinx(l — 2qJcos2x-hqJ) 

(1— 2q;co8 2x-hq:) (1— 2q5cos2x-hql'^) . . . 

^*(^'"V) == M(l-+-2qoCOs2x-f.qJ) (l-h2qJcos2x-hq!!) 

(l-+-2qJcos2x-hq{«) ... 

Vi[^'^) = M(l-2qocos2x+q;) (l~2qJcos2x-hq;) 

(1 — 2q^co8 2x-^-qJ»)..• 
2o) ^^2i^^ c= N(2V^q^co8x-|-2*/qJcos3x-|-2V^qJ^co85x-*-...) 

ijy^2i^^ = N(2*/^sinx— 2V^qr8»n3x-H2*/q?"sin5x— ...) 

(K'x\ 
2i J = N(l-+-2qoCos2x-f-2qJcos4x-|-3q;cos.6x4-...) 

7.(2^^) =^ N(l — 2q«cos2x+2qJ cos4x — 2q; co8 6x-h...) 

Das Hauptinteresse der zweiten analytischen Form, welche uns so 
durch die Grössen B (x) jy (x) u. s. w» gegeben ist, besteht darin, 

3* 
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dass man statt , das imaginäre Argument — — einführt. Setzt 

man K und K' reell, so hat man den Gang der Funktionen unter 
reeller Form, und kann ihm immer folgen, das Argument möge reell 

oder mit y — 1 multiplieirt sein. Wir kommen bald auf eine An- 
wendung. 



E« Grundeigensehafteo der Funktionen und H^ De- 
finition von sin am (x), cos am (x), J am (x). 

Im Vornergehenden haben wir die Punktion 

für den Fall, wo k = 2 war, angewandt und gesetzt: 

a = 4 K, 
b = 2 i K'. 

Jetzt behalten wir diese beiden Werthe als Perioden bei^ und setzen 
mithin : 

(P (x) =r V Hm q2k e"* »^^ 

unter der Bedingung, dass 

a(m+k) ^ ^m • 

Dies giebt, wie wir gezeigt haben, die allgemeinste Art, durch ganze 
eindeutige Funktionen den Bedingungen zu genügen: 

<?> (x -h 4 K) = (P (x) , 

-y£(x+iK') 
<?>(x-f-2iK') = (P(x)e ^^ 

Diese allgemeine Auflösung giebt, z. B. für k = 4 vier willkürliche 
Constanten, man muss nämlich folgende vier Formen des Index m 
von einander unterscheiden m = 4n, 4n-|-l, 4n-f-2, 4n-f-3. 
Dies giebt: 
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..X 



q * e ^^ 

(^"-^^^' (204-1)?^ 



oder der Abkürzung wegen: 

<P (x) = a, <P. (x) + a. fl». (x) + a, (P, (x) + a, (P, (x). 
Hieraus ergiebt sich, dass, wenn 

ist, die Auflösung sich darstellt durch 

*(x) « a,(P,(x) + a,<P,(x) 
und nur zwei willkürliche Constanten enthält. Setzt man ebenso 

(P(x + 2K) = — (P(x), 
so hat man mit ebenfalls zwei willkürlichen Constanten: 

(x) = a. 0, (x) + a, 0, (x). 

Somit haben wir die allgemeinste Art, den zwei Systemen von Be- 
dingungen zu genügen: 

I. <P(x-f.2K) = *(x), 

tf>(x-f.2iK') = tf>(x)e ^ ; 



II. (P(x + 2K) = — <P(x), 

2iff 

(P(x + 2iK') = (P(x>e K 



(x+lK') 



Bemerken wir femer, dass, wenn man die beiden Glieder der 
verschiedenen Fundamentalgleichungen auf Seite 28 ia^s Quadrat 
erhebt, man Resultat genau von der Form der ersten beiden dieser 
Systeme erhält, hieraus schliessen wir, dass, wenn man unter a, b 
u. s. w. Constanten versteht, man erhalten wird: 

Ö'(x) = a<P,(x)-|-b(P,(x), 
Ä.'(x) = ctf>.(x)+d(P,(x), 

und indem man x + K für x setzt: 
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0](x) = a(P,(x)-b(P,(x), 
J5r»(x) = c (P, (x) — d <P, (x). 

Wenn man zweitens Glied für Glied, entweder die zwei Ersten oder 
die zwei Letzten derselben Gleichungen multiplicirt, so kommt man 
auf die Form des zweiten Systems, man hat also: 

<>(x)^(x) = A(P.(x) + B(P;(x), 

wo A und B neue Constanten bezeichnen, und diese Beziehung giebt 
noch, wenn man x + K für x setzt: 

0, (x) Ä. (x) = i A 0, (x) - iB (P, (x). 

Ausser verschiedenen anderen Folgerungen*) ergeben sich hieraus 
die algebraischen und differenziellen Beziehungen zwischen unsem 
Funktionen. 



I Algebraische Beziehung^. Vom Modul und seinem 

Complement 

Aus den Ausdrücken für 9' H' B^ H^ durch 0^ (x) und ^., (x) 
erhält man offenbar zwei lineare Gleichungen zwischen diesen Qua- 
draten. 

Die eine nimmt die Form an: 

9^ (x) = a Ä« (x) -h a' H} (x), 

a und a' sind zu bestimmende Constanten. Zu .deüi Ende setzen 
wir X = und x = K, nach den Formeln auf Seite 19 ist 1^(0) = 0, 
Ä,(K) = 0, also: 



a = 



a' = 






H^ (0)- 
Statt a und a' führen wir aber folgende Grossen ein: 

^ "^ 9-^ (K)' 
.. ^' (0) 



*) Die Transformation zweiter Ordnung betreffend. 
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und da zufolge der Beziehung 



flieh ergiebt: 



80 hat man 



und also: 



H(K) = H, (0), 



1 k' 



k ^ (x) = Ä» (x) -f- k' H,=» (x). 



Aus dieser ersten Relation ergiebt sich die zweite, wenn man für 
X setzt X -H iK'. Wendet man zu dem Ende die Formeln auf 
Seite 19 an, so erhält man, indem man den Exponentialfaktor weg- 
läset : 

k H^ (X) =r - ^2 (x) -h k' 01 (X) 

oder: 

0^ (x) r= kH^ (x) -h k' 0] (x). 

Diese beiden Gleichungen stellen übrigens alle möglichen alge- 
braischen Beziehungen zwischen unsem vier Funktionen dar, sie 
fähren zur Kenntniss der Grösseu, welche wir mit k und k' be< 
zeichnet haben, und deren Quadratwurzeln sich auf folgende Weise 
durch Reihen ausdrücken lassen: 

T/r __ ^(^) - 2/q-h2V^-f-2v^ ^+2V^^-H... 
^^ "" 0{K) "~ 1 -h 2q -I- 2q*"-f- 2q9 -h 2q*« -H . . , 

1/Z7 _ ^(Q) _ 1 — 2q + 2q* ^ 2q<' -f- 2q^« — . . > 
y^' — 0{K) "■ l-f.2q-f-2q*-f-2q»-H2q'6-|-... 

Die erste k wird der Modul von (x), H{x), 0^^ (x), H^ (x) genannt, 
die zweite k' das Complement des Modul. Wenn man sie als von 
q oder vielmehr 

q = e 

gesetzt, als von w abhängig betrachtet, so stellen diese Grössen 
eine ganz neue Art analytischer Funktionen einer Variablen von 
der höchsten Wichtigkeit vor. Besonders in der Algebra, in der 
Theorie der Gleichungen und in der Arithmetik, in der Theorie der 
quadratischen Formen mit 2 Veränderlichen hat die Betrachtung 
dieser Funktionen ganz neue Gesichtspunkte hingestellt, und frucht- 
bare Wege, auf welchen die merkwürdigsten Resultate erlangt wor- 
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den sind, geöffnet. Di« Grenzen dieses Abrisses gestatten nicht, in 
ein Feld, welches schon mit so schönen Entdeckungen angefüllt ist, 
zu treten, aber was wir hier in Bezug auf die Funktionen S, H 
tt. s. w. sagen werden, wird hiiu>eichende Vorbereitung gewähren, am 
die besonderen Abhandlungen zu lesen, welche diesem Gegenstande 
gewidmet sind. In ^der That muss man diese Funktionen zugleich in 
Bezug auf x und a> untersuchen, um das, was k und k' angeht, also 
Grössen, die allein von o) abhängig sind, zu finden. Auf dem jetzigen 
Standpunkte der analytischen Kenntnisse scheint es nämlich nicht 
möglich zu sein , zu allen ihren Eigenschaften zu gelangen , indem 
man nur von ihrer Definition als Quotienten der oben gegebenen 
Reihen ausgeht.*) — Bis zu einem gewissen Grade wird man diese 
Schwierigkeit begreifen, wenn man -bemerkt, dass k und k' nur in 
so weit Funktionen von a> sind, als man diese Variable als imaginär 
und von der Form 

o) == a -h iy5 

annimmt, wo ß wesentlich verschieden von Null und po- 
sitiv ist. Es sind dies in Wahrheit Theile von Funktionen, welche 
sich vielen und grade den am häufigsten angewandten Methoden 
entziehen. So giebt es für k und k' keine Entwickelung. nach Po- 
tenzen von a;, und setzt man o; s= o^^ -4- h um die Taylor^sche Reihe 
anwenden zu können, so bieten sich ganz besondere Umstände dar 
— die Grössen k und k' können durch Auflösung eiuer numerischen 
Gleichung für unendlich viel Werthe von cü bestimmt werden, wenn 
man hat: 

, ^0 = c » 

wo A B C ganze Zahlen sind, und B wesentlich positiv. Aber wenn 
die Anwendung der Anfangswerthe, für co =s co^ -^ h als erstes Glied 



*) Poisson und Cauchy sind auf zwei verschiedenen Wegen zu der 
folgenden Gleichung gekommen: 

Y — iw (l-h2e -i-2e -f-2e -!-...) 

i7t 4iw 9i7i 

= (1+26 "^ -h2e w _|.2e *'+...) 

welche zu Grandeigenschaften der Moduln, als Funktionen von t»} be- 
trachtet, führt. Aber man kann hieraus nur die Transformation erster 
Ordnung finden, und bis jetzt hat sich kein anderer Weg, zu den „Mo- 
dulargleichungen** zu gelangen, gezeigt, als der, welchen die Gründer 
der Theorie der elliptischen Funktionen betreten haben. 
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der Reihen eine gewöhnliche Irrationalzahl giebt, so sind die folgen- 
den Glieder nothwendig TraDscen deuten. So hat man z. B. für 

1 1 

Wa = 1, k = r7=, k' fisa 77=, und setzt man co =ä i -f- h, so kommt in 
• ' }/2' \/2' 

den Coefficienten der Entwickelung von k und k' nach wachsenden 

/> dx 
Potenzen von h das Integral L/ vor. Man sieht hieraus, wie 

sehr sich diese Reihen von denjenigen unterscheiden, welche die ge- 
wöhnlichen Trauscendenteu definiren, und wo die Coefficienten immer 
commensnrabel sind. Aber da wir diesen Gegenstand nicht weiter 
verfolgen können^ kommen wir auf unser Thema zurück, und wollen 
die Benennungen: Modul und sein Complement, welche wir k und 
k' gegeben haben, rechtfertigen, indem wir die Gleichung 

k» -H k'» = 1 

beweisen. — Wir haben folgende Beziehungen gefunden: 

k »' (x) = B' (x) -f- k' H^ (x), 
9^ (x) == k fr» (x) -f. k' 01 (x). 

Setzen wir in der zweiten x ss K, nachdem beide Glieder durch 
0^ (x) dividirt sind, und bemerken, dass wegen 

^, (x-hK) — 6?(x) 
sich ergiebt: 

e, {K) = -e (0), 

so hat man grade die Gleichung, welche zu beweisen war» — Hieraus 
folgt eine Beziehung zwischen den unendlichen Reihen: 

(2 V^ q -h 2 V^q» -H 2 \^ q» + 2 x^^ -f- . . .)* 
-f- (1 — 2 q -f- 2 q* — 2 q» -H 2 q^ ' — . . .)* 
= (l-f.2q-f-2q*-H2q»-f-2V'H-...)', 

die man aufs Leichteste direct finden kann, und zwar mit Hülfe 
bekannter arithmetischer Sätze über die Zerlegung der ganzen Zahlen 
in vier Quadrate. Aber, ohne auf diese Untersuchungen einzugehen, 
wollen wir dasjenige ergänzen, was sich auf die Definition von^ 
und k' bezieht, deren Quadratwurzeln wir als eindeutige und voll- 
ständig bestimmte Funktionen von cj erhalten haben. Jakobi hat 
gezeigt, dass die Biquadratwurzeln dieselbe Eigenschaft haben, in-« 
dem er folgende merkwürdige Formeln gegeben hat; 
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;rk ==/2^q|-r^*-^' -^^'^ ■*■••• 



= V2 /q pq— 



q - q' — q* •+■••• 

l_ »6 -I- nia _■- 



q« 



r- »r- 1 — q — q' ■ 
= V ^ V q l_2q'+2q''— 2q>» 



= /2'/q i:' 



q' 



1) 



2) 



3) 



4) 



•2q+2q' + 2q»+... 

Die Gesetze dieser Beihen sind durch folgende Formeln gege- 
ben, wo das Zeichen ^ sich auf alle Wertbe des Index n von 



— 00 bis 



00 ausdehnt: 



•/k = /2 V'q 



_ 2 ^~*)° •1*''' 



2a 



d'«-« Sn -Ml 



2 (-^)' ' 1 * 

= /2 n ÄV- 

X q2n +n 

2 (-^)' 



1) 



2) 



\n n2a +n 



= /2^q 



2 (-1)° 1*°' 



3) 



= /2^q 



4) 



Für das Complement des Moduls aber hat man: 



Vr = 



1 _ q -_ q2 -H q» -h q7 — . . . 


H-q_q2_ 


q* — q' — • • ' 


l_q-q3 + 


q -l-q -t- . • . 


H-q-Hq'-f- 


q« ^ qio ^ . . . 


l-2q-l-2q* 


2q«-|-2q^« — ... 


1 -2q^Hh2q* 


-— 2q"-+-2q"— ... 


1 -2q' + 2q8 


2q^'»+2q3» ... 


lH-2q+2q* 


-l-2q9 + 2q'«-|-... 



1) 



2) 



3) 



4) 



oder wenn man die allgemeinen Glieder nimmt: 
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3n'-i-n 






i:(- 


-1) 2 q 2 


_2^(-l).q»-'*» 
2 •1*'''*° 


- 2: <-- 


.l)oq2tt« 

-l)n q»" 


_i:<- 


_l)n q2n» 


X^" 


1 



2) 



3) 



4) 



Die Grösse V'kk', welche ebenfa&s eine wichtige Rolle spielt» 
wird durch folgende Entwickelung, die den Vorigen ähnlich ist, ge- 
geben : 

^> (—1)" q»»'*" 



X^-' 



n. Definition von sin am (z), cos am (x), J am (z) . . . 

DifferenzialgleiGliimgen. 



Wir setzen: 



1/k <* (^) ' 



lA' fl. (x) 

'^ k Ö (x) ' 



Die oben erhaltenen algebraischen Beziehungen, welche in Bezug auf 
die vier Funktionen homogen sind, geben: 

u» -f- v' sss 1 , 

k»u»-|- w» = 1. 
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Die erste führt darauf, u darch einen Sinug, v durch einen Cosinus 
auszudrücken. So hat es Jakobi gethan, und indem wir die Be- 
zeichnungen dieses berühmten Mathematikers annehmen, setzen wir: 

u =: sin am (x) , 

V =s cos am (x) , 

w =s J am (x) . 

Der Sinus, der Cosinus und die Funktion J der Amplitude von der 
Variable x sind also die drei doppelt periodischen Hauptfuuktionen. 
Dies führt uns auf den in gewisser Beziehung wesentlichsten Punkt 
der Theorie, dessen Zweck es ist, sie durch drei Differenzialgleichun- 
gen auszudrücken. — Zu dem Ende betrachten wir die Ableitung 
von u, nämlich: 

du J_ H' (x) 0{x)^ H (x) 9' (x) _ (P(x) 

d^ ^ }/k ^' W ^ ^' W* 

Diese Ableitung hat wie die Funktion selbst die Periode 2iK' und 
ändert nur das Zeichen, wenn man x in x-f-2K verwandelt. Da 
der Zähler den Werth hat: 

(x) = 9^ (X) g,_ 

so erhält man unmittelbar aus den Beziehungen 

• ^» (x -f. 2 K) == »^ (x) • 

ö«(x + 2iK0 = ^^(x) e "^^ \ 
welche der Nenner erfüllt, die folgend^: • 

(P (x -f. 2 K) = - (P (x) . 

(P (x 4- 2 iKO = <P (x) e « 
Aber nach dem oben Gesagten (Seite 37 und 38) ist 

<P (x) = a, «P. (x) H- a, <P, (x) = m <> (x) Ä(x) + m. e, (x) H, (x), 

WO m und m^ Constanten bezeichnen. Bemerkt man daher, dass u 

du 
mit X sein Zeichen ändert, und dass folglich -p eine grade Funktion 

ist, so sieht man, dass der ungrade Theil m (x) jEr(x) yerschwinden 
muss, also m := 0, und man bat einfach : 

(P(x) = m.Ö,(x)Ä.(x), 

diridirt man durch ß' (z) und setzt: 
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80 kommt: 



^ » /jtvw = /jt V(l — u^)(l — k^u^). 



Da die Funktion u mit x verschwindet, so stellt die Constante [i die 

^ ,,,,,. sin am (x) ... . . . r^ 

Grenze des Verhältnisses für x = dar, eme Grenze, 

die im Allgemeinen von den Grössen K und K' abhängt. Wir haben 

indessen schon früher bemerkt, dass der Ausdruck für die Funktionen 

• X K K' 

^(x), H{j) sich nicht ändert, wenn man x, K, K' durch — , — , — 

[X [X jl 

ersetzt, und dass man diesen Umstand benutzen kann, um auf eine 

bestimmte Art die Perioden zu spezialisiren. Wir werden sonach 

sin am (x) 
eine Beziehung einführen, deren Zweck es ist, die Grenze 

gleich Eins zu machen, um in diesem wesentlichen Punkt den Sinus 
der Amplitude mit dem trigonometrischen Sinus in Uebereinstimmung 

zu bringen. Man hat: 

/• 

sin am (x) 

X 

^ 2v^qisin2''|(l--2q2cos^+q* j^l--2q*cos|Vq^) ... 
^^ ri-2qcos^-hqMU— 2q*cos^-+-qM... 

Setzen wir für x = 



|/£ K (1-q)» (l-q>p (1 - q»)» . . . 



oder: 



VkK _ «.-r (l-q')(l-qO(l-q')--- f 

« - V « L(i-q) (1- q') (i-q') • • J ' 

Nimmt man also an, dass die Grössen K und K' diese Bedingung 
erfüllen, so ergiebt sich 

du 



■T- ss= VW. 

dx 



Dies ist die erste derjenigen DifiPerenzialbeziehungen, welche wir auf- 
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stellen wollen. Die andern ergeben sich daraus mit Hülfe der 
Gleichungen : 

u»-+-v« = 1, 
k» u^-H w* = 1, 



und sind 



dv 

dw 



Allgemeiner hat man: 
d2n+i u 



dx2n+l 
d2nu 



dx«» 



= (a^-+-a,u»-|-ajn<+...-f-anu2n) VW, 



== (A^>-f-AjU»-f-A,u«-f....-f-A„u2")u. 



Die Coefficienfen sind ganze Funktionen von k^. Hieraus leitet man 
eine Entwickelung ab , welche zwischen den Grenzen — 1 und -+- 1 
der Variablen stattfindet, und wo zu setzen ist: 



-K'-^)' 



x^ - X' 

u = X — 2ka 



j-^H-4kn«-+3) ^^3^^ 

- 8k»(«'+33a)j--^^+16kna*+306x'+l89)jp^^ 

— 32 k* (a* + 2746 a' ■+- 8289 a) 



X'» 



1.2... 11 

Ebenso crgiebt sich: 

X* .. .. X» 






+ (H-408k'»-f-912k<-+-64k«) 



X« 



1.2... 8 ••' 

w == l--k^ j^^^kV4+k^)j-^-.kH16+44k«-^k0i^ 

-h k^(64-f-912k»^408k*-Fk«) , f ^ — .... 

1 . « ... o 



I 
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Gudergiann hat die Bemerkung gemacht, dass man bis auf 
Grössen fünfter Ordnung setzen kann: 



U SS 



_ sin (x Vl-f-k^) 
j/l-f-k' 
und 

V = cos X, w =s cos kx, 

indem man nur x* vernachlässigt, was man leicht durch £ntwickelung 
einsehen kann. — Man hat nun eine neue und vollständige Definition 
der drei doppelt periodischen Funktionen, indem nlan mit den Diffe- 
renzialgleichungeu die Anfangswerthe u = 0, v = 1, w = 1 für x = 
verbindet. Im Besondern ist die Funktion sin am (x) bestimmt 
durch die Gleichung: ' 

« du 

X =» 



-j. 



'oV(l~u») (1 — k^u2) 

und dies Integral oder' vielmehr das allgemeinere 

F (ü) du 



j 



y^l^u-i) (l-k^u*)' 



wo F (u) eine rationale Funktion, ist, hat durch seine Untersuchung 
den Weg geöffiiet, auf dem man zu den elliptischen Funktionen ge- 
langt ist. Hieraus ersieht man den Ursprung des Ausdrucks: „um- 
gekehrte Funktionen^^, dessen wir uns öfters bedient haben, da u die 
umgekehrte Funktion des Integrals ist, welches zum Werth x hat, 
und man kann sich denken, welche lange Kette von Gedanken und 
welche Anstrengungen dazu gehörten, um von hier aus zur Kcnntniss 
der doppelt periodischen Funktionen und zu den Keihen, von denen 
wir ausgegangen sind, zu gelangen. Aber diese lange Arbeit ist für 
die Wissenschaft fruchtbar gewesen. Denn in Folge dieser Unter- 
suchungen haben wir erst mehrere durchaus fundamentale analytische 
Kenntnisse erlangt, besonders dasjenige, was wir über die Art der 
Existenz der Integralfunktionen wissen. Nachdem man z. B. ge- 
funden hatte, dass sin am (x) sich nicht ändert, wenn man x durch 
X -|-4mK-4- 2m'iK' ersetzt, wo m und m' ganze Zahlen sind, war 
es nöthig, in dem Integral: 

du 



j 



Ka"— u^) (i-k»u») 

selbst den Grund derjenigen Unbestimmtheit zu suchen, welche der 
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* 

umgekelirten Funktion die Periodicität verleiht. Cauchy bat in seiner 
Abhandlung über die zwischen imaginären Grenzen genommenen 
Integrale, die wesentlichen Qrundzüge dieser so wichtigen Unter- 
suchung gegeben. Sie ist vollständig durch Puiseux in einer treff- 
lichen Arbeit, betitelt: Untersuchungen über die algebraischen Funk- 
tionen, (Liouville^schcs Journal, Jahrgang 1850) ausgeführt worden, 
auf welche wir den Leser veinveisen. Noch ein anderer Erfolg be- 
steht in dem vollständigen und tiefereu Sinne, welchen man jetzt in 
der Analjsis mit dem Ausdrucke: Funktion verbindet, indem man 
unter den verschiedenen Arten der AbMngigkeit zweier Grössen 
wesentliche Unterschiede erkennt und charakterisirt. Die ganze 
Wichtigkeit dieser Unterscheidungen haben eben diejenigen Unter- 
suchungen gezeigt, zu denen die Theorie der elliptischen Funktionen 
Anlass gegeben hat. So sind die Untersuchungen entstanden, deren 
Zweck es ist, bloss aus der Definition einer Funktion, die etwa durch 
eine Dififerenzialgleichung gegeben ist, zu erkennen, ob sie eindeutig 
oder nicht ist*, und im ersteren Falle, ob sie ganz oder gebrochen 
ist. Die durch ihre grosse Allgemeinheit schönsten Resultate, die 
auf diesem Wege gefunden sind, verdanken wir Weierstrass *) und 
Kiemann**). 



m Von den Grössen K und 1L\ 



Indem wir die Peri<>den derart spezialisirten, dass für unendlich 

sin am ^xi 
kleines x die Grenze des Verhältnisses eleich der Einheit 

X 

wurde, gelangten wir zu dem Ausdruck: 

}/ fc K _ y - r (l-q')(l -q')(l-q')... 1'' 

"IT- - '^ ^ L(i - q) (i-q') (i-qO • • -J ' 

welcher zu einer wichtigen Folgerung führt. Bemerken wir zunächst. 



*) Theorie der Aberschen Funktionen. Crelle'sches Juuraal 1856. 
Man sehe auch verschiedene Noten von Cauchy, die um dieselbe Zeit in 
den Comptes rendus veröffentlicht sind, und eine Abhandlang von Briot 
und Bonquet über die Integration der Differenzialgleichungen erster 
Ordnung. 

**) Allgemeine Voraussetzungen und Hulfsmittel für die Untersuchung 
von Funktionen unbeschränkt veränderlicher Grössen u. s. w. Crelle^sches 
Journal 1857. 
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dass, wenn man x = K, und mithin sin am (K) =: 1 *) in den Aus- 
druck von sin am (x) durch ein unendliches Produkt setzt, man 
erhält : 

■ i/jr_ o^/-r (H-q') (i+q*) (i+q') • .- T 

■ * ^ ^La+q){i-Hi')a+qO--J* 

Dividirt man beide Gleichungen Glied für Glied, und zieht die 
Quadratwurzel aus, so kommt: 

1/21 ^ r (l-q')(l-q-)(l-q»)... -l (- (l + q) (l + qQ (l+q')... -[ 

r « L(i-q) (1-q') (i-q')."JL(i+q') (i+q«) (H-q')...J' 

ein Ausdruck, der auf bemerkenswerthe Art vereinfacht werden kann. 
Wenden wir zu dem Ende die Euler^sche Gleichung an: 

n ^n\ n ^«.1 n ..-„m - a-q^)(i-q')a-q')-.- 



so hat man: 

(l-qi)(l_q«)(l-q.)... 

a-q)(l-qO(l-q')... * ^^""^ ^ ^^~'^^ d-q )•• • 

X (H-q)(H-q«)(lH-q.)..., . 

und da man hat: 

(l+q) (i+q^) a.+q'),. . . = (i+q) (i+qO a+qO . . . 

X (l + q')(X-i-q*)(l + q«)..., 

so sieht man, dass in dem Werthe von l/_ alle Nenner verschwia- 

' n 

den, er nimmt die Form an: 

y?^ = [(i-q')(i-qOa-q')-][(i+q)(i+q')(i-»-q')-..]'- 

Setzt man also, in der oben bewiesenen Formel : 

0j J = l-f-2qcos2x-h2q*cos4xH-2q*»cos6x-f-... 

= (l-f-2qco8 2x-f-q») (l-f-2q»cos2x-f-q«) 

X (l-f-2q»cos2x+q'»)...X(l — q')(l — q*)(l— q«)... 



*) Man findet sin am (K) == 1 darch die Formel sin am (x) == 
Jl ^^ ^^' ^:^u ;t*- n^Ä«u:«« «^« i/c =a ^^ (^) Seite 39 er- 



77^ • , V , wenn man sich der Definition von J/fc = ■ ^ ; 

Vk ^ (x) ' (x) 

innert. 
Her mite, Theorie der elliptischen FanktioneD. 4 



&0 

z ^ 0, BO ergiebt sich ; 

0,(0) = l+2qH-2q»H-2q»-l-... = (l — q»)(l-q«)(l— q•)•.. 
[(l-H^)(l^-q')(l+q')...]^ 

und hieraus folgt ein Resultat, das in der Theorie der elh'ptischen 
Funktionen von hoher Wichtigkeit ist: 

— = ^^ (0) = l-f-2q + 2q»-f-2q»-f- 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen 

^(K) Ä. (0) 



'"^ ~ e(K) ~ 9, (0) 

v^ - es 



m 

leitet man hieraus die beiden andern ab: 



|/?y^ = Ä,(0) = 2V^q + 2\^q» + 2V^q«* + 2V^q«» + ..., 

j/^ == ^ (0) = 1 — 2 q-f- 2 q* — 2 qö H- 

Nur die Grosse K giebt Beziehungen von dieser Form, die Grosse 

K', die in andrer Weise in dem Ausdrnek q a= e ^ enthalten ist, 
scheint ähnlicher Rcihenentwickelnng nicht fähig zu sein. Aber beide 
drückt man in ähnlicher Weise mit Hülfe der Moduln k und k' durch 
bestimmte. Integrale aus: 



/»i du /»i du 

h j/(i~u«)(i— k^u^y K V(i-.u*)ci-k*>u»)' 

I 

wie wir beweisen werden. 



Schon oben zeigten wir, dass sin am (K) =ss 1 ist; bemerken 
wir jetzt, dass, wenn man in den Beziehungen 



iE. (2x + i KO 

9 (x-f-iK') = iÄ(x)e *^ 
fi-Cx+iKO = i^(x)e 4^^ 



X = K setzt, und Glied für Glied dividirt, sich ergiebt: 



1 Ä(x) t 

Folglich hat sin am (x) = tt- g-H für x = K -H iK' zum. Werthe -. 



_ /.« du 



80 Bchliesst man, dass: 

1 du r 



K » 



JoVd-u^ 



V(l-u»)(l k^u'*)' 
du 

und folglich, indem man Glied fQr Glied snbtrahirt: 



I • t 






k"^ du 






Setzt man aber 



u 



i^rik 



'2 y^ 



BO verwandelt eich das letzte Integral in: 

. fl^ du 

Jo|/(l-v«)(l— kW>)' 

was das angezeigte Resultat giebt. 

Aber was wir eben gesagt haben, lässt doch eine empfindliche 
Lücke. In Wahrheit sind wir auf einen der Punkte in der Theorie 
der elliptischen Funktionen gerathen, welche neue Untersuchungen 
erfordern, um in wünschenswerth erschöpfender Weise behandelt zu 
werden. Indem wir von der Di£Ferenzialgleichung : 

g = Vil-n-) (l-k«n>) 



zur Beziehung: 

du 
}/(l— u«) (l—k^u^) 



x=f — ==^= 

Jol/a— u«) a— k^u 



übergingen, haben wir das Gesetz, wonach die Werthe der Variablen 

4* 
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u im Integrale auf einander folgen , . durchaus willkürlich gelassen, 
so dass dio vorstehenden Beziehungen 

JoV(l-u«) (l-k^u») 
du 



iK' = f*^-— :z: 



|/(l_u») (l-k»u>) 

nur dann einen vollständig bestimmten Sinn haben, wenn man den 
Weg zeigt*), welchen die Grösse n s= sin am (z) zurücklegt, während 
z von bis K und dann von K bis E + i K' fortschreitet. Und da 
das Argument z zwischen diesen Grenzen nach tmldndlich vielen Ge- 
setzen sich ändern kann, muss man ferner wissen, wie die ent- 
sprechenden Wege, die sich daraus ergeben, alle in Betracht der 
Integration in Bezug auf u zu demselben Kesultat führen. Nur in 
dem Falle, wo man K und K', also auch z reell annimmt und man 
die besonderen Gesetze stellt: 

X = 2~t, 

TT ' 

TT 

WO t und T von bis ^ in continuirlicher Weise wachsen, können 

wir die hier gestellte Frage beantworten. 

/ 2 K t\ 
Dass zunächst sin am [ j reell ist, sieht man durch die 

Entwickelung: 

/2Kt\ _ 2V^q"8int — 2V^^8in3t.4-2/i^sin5t — .>. . 
sinam^ tt J 1 — 2 q eos 2 t -f- 2 q* cos4 t — 2q?cos6t-H.. / 

Im Uebrigen ist die Ableitung: 

du k' g. (X) g. (X) 

dx y£ ö«(x) ' 



*) Wir setzen voraus, dass die von Caachy herrfihrenden Grundlagen 
der geometrischen Darstellang des Imaginären, und der längs einer Curve 
genommenen Integrale dem Leser bekannt sind. (Dieser Gegenstand ist 
in dem Anhange behandelt. D. Ueb.) 
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deren Anfangswefth die Einheit ist, iu den Grenzen und K immer 
positiv. In der Thal kanii sie nur Null werden, wenn 

H, (x) = 0, 
<>, « = 0, 
d. h. (gielie Seite 19) 

X = (2 m -f- 1) K + 2 m' i K',. 

X « (2 m + 1) K -f-(2 m' + 1) iK', 

und keine dieser Wurzeln ist in dem betrachteten Baume vorhanden, 
da der Werth x = K grade die obere Grenze dieses Baumes ist. 

Hieraus schliessen wir^ dass wenn t von bis -^ wächst, u von 
bis 1 zunimmt, und dass in dem Ausdrucke 






n , . 



k du 

1/(1— u») (1— k^u») 

das Integral im gewöhnlichen Sinne genommen ist. 
Sei zweitens 

.. 2iK'T 
X = K-#- 

Da man hat: 

« (k .'-^ - «, .^). 

«(K.?i5i).,,(?i^), 
kann man setzen: 

sm am ( K H = 77= — ,^,„ : , 

und indem man die Fuiiktionen einfährt: 



;rx* 



jy, (x) = e4KK' H, (x), 
*, (x) = e4KK' Ä, (x), 



u 



Bin am 



/ 2 JK^t N 



1 1 — 2 q^ cos 2 T + 2 q* cos 4 t — 2 q* cos 6 T •- « . . 
*** Vk 1 -+- 2 q^ cos 2 T -+- 2 q} cos 4 T -+- 2 qj cos 6 r H- . . . ' 

was ebenfalls eine reelle Grösse ist*). Ifl«»n schlit^ftT also wie oben, 
dass die Anleitung in Bezug auf r, die in den beiden Grenzen 

T = 0, T=: n verschwindet, in dem ganzen Zwischenraum nicht 

Null wird, so dass ebenfalls in .Ism gewöhnlichen Sinne einer grad- 
linigen Integriion die Gleichung 

i 



du 

zu verstehen ist, aus der wir gefunden habeu: 

1 du 





iK' = (^ ^ ' = 

Ji K(l~u2)(l — k'u*] 



Jo|/(l— u»)(l— k'»u») 



Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, bemerken wir noch, um die 
Schwierigkeit zu zeigen, die, im Falle KK' und k imaginär «ind, 
stattfindet, dass die Annahme, auf die man am leichtesten kommt, 
dass man x z. B. von bis K nach einem solchen Gesetze will 
variiren lu^sen, dass u beständig reell sei, nicht zulässig ist. Mit 
andern Worten, es ist im Allgemeinen unmöglich, dass in dem Aus- 
drucke 

K = C^ ^" 

JoV(l— u^)(l-k^u«)' 

das Integral immer gradlinig seij wie wir es so eben bestimmt haben. 
Sei in der That 

Ä = aK-+-biK', 

i Ä' = c K -f- d i K', 

wo a, b, c, d ganze Zahlen sind, welche folgend^ Bedingungen er- 
füllen : 



K 

*) Wie man sich erinnert, war q« s= e *• (siehe Seite 35). 



Setzt man: 
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ad — bc =s 1, 
a = 1 

b = , 

) mod. 2. 

c = 
d = 1 






so ergiebt sich 



sin an 



2Äx\ _ (-1) 



(^')= 



a+c— 1 



2 v^a sin X — 2 V^ü» sin 3 X + 2 ^/ ü' ^» sin 5 x — . . . 
1 — 2 a cos 2 X -f- 2 G* cos 4 X — 2 ^»"cöslß x -f- . . . ' 

was bis auf das Zeichen*) derselbe Ausdruck in B ezu^ auf Ä -«nd^^ |^' Ä -» 
St' ist, als 

1 2V^qsmx-2^q98in3x-f-2v^q»sinöx 



sin am 



/2Kx\ _ _1_ 2V q8mx~2/ q«sin3x-f-2V q»sin5 x 
\ ^ / "~ l/j^ 1 — 2q cos2x-f- 2q' cos4x — 2q'cos6x 



in Bezug auf K und K'« Man schliesst daraus, dass St wie K durch 
das Integral gegeben ist: 

1 du 



I 



'oF(l-u2)(l— k»u=») . 

Aber wenn b nicht gleich ist, kann der imaginäre Werth 

Ä = a K -f- b i K' 

nur aus einem krummlinigen Integral entspringen. — Aber folgendes 
wichtige Resultat bleibt bestehen, wie auch der Weg der Integration 
sei. Die Grössen K und K' nämlich erfüllen beide immer die lineare 
Differenzial-Gleichung zweiter Ordnung: 



*) Die entsprechenden Ausdrücke für cos am (x) und zl am (x) sind: 

cos am ('^\ a= r— 1)^ 1 ^"^ 2\/^CUsosx-H2V^ 0»^cos3x+2V^O»^cos5x+ ... 
\n) ^ r k'l— 2Clcos2x-f-20*cos4x— 2C^cos6x-^... 

/2Äx\ ~ |/~ 1 -h20 cos 2x~h2C* cos 4x«f-2 O? cos 6x-h . . ■ 

J am ^ —j = (—1) 2 Kk' i«-20cos2x-h2i:i*cos 4x— 2 O« cos 6x-f- . . . 

hieraus erhält man, x^O gesetzt, alles was sich auf Kk und rk' be- 
zieht, wenn man dort K und K' mit St und ^' vertauscht. 
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Das Integral davon mit zwei willkürHcben Constanten C und C ist 
mithin: 

z = CK -f. CK', 

Diese Gleichung führt zur Entwickelung von K und K' unter folgen- 
der Form: Es sei 

. . /IV, /1'3\2 /1.3...2n-lV,, 

und {j, die Summe der n ersten Glieder dieser Reihe, dann ist 

Auch ergiebt sich daraus folgende merkwürdige Eigenschaft, auf die 
wir nachher auf einem andern Wege kommen werden: 

KJ' — JK' = |, 



wo 



k^u'du . A k^u'Mu 



K [/(i—u«) (i^-kHi^) ' J 1 y(v^ 



1) (1— k^u'») 



l\ Addition der irgaineote. Aberscher Satz» 

Euler hat zuerst Formeln gefunden, durch welche man 
sin am (a-f-b), cos am (a-f-b), d am (a-hb) durch dieselben Funktionen 
bezogen auf die Argumente a und b ausdrücken kann, und diese 
wichtige Entdeckung war der Ausgangspunkt und die Grundlage 
der Arbeiten, welche die Theorie der elliptischen Funktionen ge- 
schaffen haben, eben so wie man in der elementaren Trigonometrie 
auf die analytischen Eigenschaften des Sin3i£rufid Cosinus gekommen 
ist, indem man von den Beziehungen au^ing, welche den Sinus und 
Cosinus der Summe zweier Bogen als Funktion der Sinus und 
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Cosinus dieser Bogen selbst geben. Dieser ausgezeicbnete Analytiker, 
der in der Geschichte der Wissenschaft, so zu sagen, durch seine 
Divinatiou berühmt geworden ist, fand unter algebraischer Form 
das Integral der 'Gleichung: 

> * ( > 

du du' 

1) H- , • - • = 0. 

J/(l_-u») (1— k»u^) V(l— u'^) (l-k*u'») 

* . ■ ■ 

Dies Ergebniss aber giebt eben den Sinus der Amplitude von der 
Summ^ zweier Argumente, wie wir es eben ausgesprochen haben; 
Bezeichnet man nämlich die willkürliche GoQstsmte mit C, so ist 
das Integral: 

2) "V(^"~ü^') (l-k^tt^^) + u^K(l-u^)(l-k»u') ^ 

1 — k^u^u'* ' • 

Setzt man nun: 



u = sin am a , 



u' = sin am a', 
80 nimmt Gleiehung 1) die Form an: 

da + da' = 0, 
giebt ais.Q unmittelbar 

a -f- a' =1 c. 

Man hat also das Integral derselben Differenzial- Gleichung unter 
zwei verschiedenen Formen, und um di^ Beziehung, welche zwischen 
beiden Constanten stattfindet, aufzustellen, muss man von einem auf 
das andere übergehen. Zu dem Ende bemerken wir, dass c ofienbar 
der Werth von a, für a' = ist. Macht man also auch in Gleichung 
2) a' = und folglich u' = 0, so giebt dieselbe c sa u =: sin am a. 
Die Beziehung zwischen den Constanten ist also 

C £3 sin am c. 

Der Werth von C durch u und u' ausgedrückt, bestimmt also voll- 
ständig sin am (a -H a') als lalgebraische Funktion von sin am a und 
sin am a'. Auch die Geometrie liefert mehrere höchst interessante 
Methoden, um zu diesem Resultat zu gelangen. Indem wir sie hier 
nicht alle anführen können, beschränken wir uns hier darauf, unter 
seiner so bemerkenswerthen analytischen Form den von Abel ent- 
deckten Satz von der Addition einer beliebigen Anzahl von Argu- 
menten zu geben. 
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L Abel'schor Sats. 

Die Ausdrücke für sin am x, cos am x, J am z durch 9 (x) ^(x) 
u. s. w. erfüllen folgende Beziehungen, welche die doppelte Perio- 
dicitat dieser Funktionen geben: 

I. sin am (x + 2 K) =ss — sin am x , 

sin am (x -f- 2iK') =s -f- sin am x; 

II. cos am (x + 2K) as — cos am x, 

cos am (x + 2iK') ss — cos am x; 

^ III. J am (x •+■ 2K) = H- J am x, 

J am (x -I- 2iK') =s — J am x. 

Man bemerkt, dass die drei Funktionen sich im zweiten Gliede 
bis auf das Vorzeichen wieder einstellen, so dass die verschiedenen 
Combinationen zu zweien unter diesen Vorzeichen für beide Perioden 
jeder der Funktionen ein specielles Kennzeichen geben, welches in 
gewisser Weise alle allgemeineren Funktionen mit einander verbindet, 
welche aus sin am x, cos am x, J am x zusammengesetzt sind und in 
Bezug auf die Perioden dieselben Beziehungen erfüllen. Wenn man 
nämlich unter F (x) und S (x) zwei ganze Polynomen von x be- 
züglich vom Grade n und n — 1 versteht, und setzt: 

, . . « / . V d sin am X ^ . . 
<f>^ (x) = sm am X F (sm* am x) H -r S (sm* am x), 

d cos am x 
^j (x) =5 COS am X F (cos» am x) H -r 5 (cos' am x), 

A ^ . A V d J am X ^ , . . 

^3 (x) = J am X F (J» am x) H -r 8 (J» am x), 

so hat man wie oben: 

I. jP, (X + 2K) = -jP.(x), 

^. (x H- 2 iK') = + jc. (x); 

ir. ^, (x + 2 K) = - ^, (x), 

jP,(x+2iK') = -jP,(x); 

III. jP, (X+2K) = -«-f, (x), 

^,(x-f-2iK') = -^,(x).; 
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Diese verschiedenen Ausdrücke sind zu dem Theorem, welches 
wir geben wollen, nöthig. Mit ihnen ist jedoch noch der folgende 
zu verbinden, dessen Kennzeichen in der vierten Combination be- 
steht, welche noch unter den Vorzeichen im zweiten GHede mög- 
lich ist. 

^(x-f-2iK') = -f-f'(x). 

Seien F(x) und F^(x) Polynome bezüglich vom nten und n — 2ten 
Grade, dann ist <p (x) von der Form: 

wo z sowohl sin am x, als cos am x oder J. am x bedeuten kann. 
Sei aber, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, z==Bin am x; 
um dann den Zähler und Nenner von f (x) hinstellen zu können, 
wenden wir den Ausdruck : 



yv ^ « 



an, dieser gtebt offenbar als Nenner ^^ (x), derart dass man setzen 
kann : 

Da man nun hat: 

^« (X-H2K) = «2n (x), 
^n(x-^2iK') = «2n(x)e K^ , 

SO giebt die Beziehung: 

(P X = ^ X ^n (X) 

unmittelbar mit Rücksicht darauf, dass f (x) die beiden Ferloden 
2K und 2iK' besitzt: 

1) (P(x-h2K) =(P(x), 

^ ^ ^ -2n^(x-l-iK') 

<P(x-f-2iK0 = (P(x)e K 

Diesen Bedingungen kann man aber in allgemeinster Weise genügen, 
indem man wohlbemerkt nur ganze Funktionen anwendet, wenu 
man setzt: 
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(x) » A J^ (x — «,) H{s - «a) . . . Ä (x - a2n), 
wo A ein coustanter Faktor ist. 

In der That sieht man mit Hülfe der Gleicbongen: 

Ä (x -- a -f- 2 K) = — /^ (x — a), 
iy(x — a-f-3iK') *= — iBr(x— a)e ^ 
dass man nur die Bedingung anzunehmen braucht: 

«1 -h «a -♦-... -f- «20 = 0, 

80 dass die Grössen a^ a.^ ... a2a— i willkürlich bleiben, ebenso 
wie der constante Faktor A. Es ist aber auch leicht zu sehen, dass 
die allgemeinste ganze Funktion , welche den Gleichungen 1) genügt, 
auch nur 2n willkürliche Constanten erhält. — Sei nämlich: 

ni= +00 

iitx 



<^ W = 2 "« **"' '^ ' 



m = — oo 

oder was dasselbe ist: 



m* i^-x 



(x) =^ am q2» e°* « , 



so giebt die zweite der Beziehungen 1): 

am + 2n ^^ *m > 

es bleiben also in dem Ausdrucke für ^ (x) nur die 2n Constanten 
a^, a^. . . a2n— 1* Somit kann man setzen: 

A H (x — a.) H (x — aj . . . Ä^(x ■— a^n) 
I. ^(x)^ ^^^^ 

und diese merkwürdige Gleichung wird in derselben Weise statt- 
finden, wenn man für ^ (x) die aus 

entstandene Funktion nimmt, wenn z = cos am x und z = J am x 
gesetzt wird. 

Eine ganz ähnliche Schlussfolge gtebt nun in Bezug auf die drei 
Funktionen ^, (x), ^, (x), ^3 (x) die folgenden Sätze, wo A^ A^ A3 
Constanten vorstellen: 
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Aj J7fx— a,) Ä(x — ttj) . . . H(x— a.2n4-i) 
^i W = pST^xl "" ' 

A, Jg. (x— g^) /r, (x •- g,) . . . ff^ (x~ asn^i) 

^2i»+l (x) 

X — a2in-t) 



f 2 W 



_ A3^.(x-aJ^,(x-:>a,)..,g,( 
^' W - ^^U (X) 

nnter den Grössen a findet die Beziehung statt: 

(2, H- «i -f: . , . -i^i «204-1 SB 0. , , 

In der Folgerung, welche wir hieraus ziehen werden, besteht der 
Abersche Satz im eigentlichen Sinne. ^ * . • 

Zu dem Ende gehen wir von den auf ^ (x). und ^^ (x) bezüg- 
lichen Gleichlingen' ans, wo die Funktion B (x) vorkommt, welche 
gleichzeitig mit x verschwindet, und so die Wurzeln der Gleicfa^ungeii 
^ (x) = 0, ^, (x) =r giebt. 

Betrachten wir . im Besondern die. Funktion f? (x), bei welcher 
sich drei verschiedene Fälle darbieten, die den Bedingungen ent- 
sprechen: 



z = sm am x. 



z =s cos am x, 
z SS J am X. 



Die Polynome F und F^ enthalten 2n Constanten. Indem man den 
Goefficienten von z^ gleich der Einheit setzt, kann man die andern 
Goefficienten durch die Gleichungen "ersten Grades bestimmen: 

Dann zeigt uns aber die Beziehung T , dass auch für x=sa2a ^ (x)=sO 
ist, d. h. nach der Bedingung, welche die Grössen a verbindet, ft}r; 

Aber das Produkt: 

giebt in jedem der drei Fälle, die wir zu betrachten haben, ein 
ganzes Polynom vom vierten Grade, welches nur grade Potenzen 
von z enthält« Denn mau hat 
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für z = sm am x, ^~T *= (1 — z*) (1 — k'«*)» 

fdr z = cos am X, ( ^ j = (1 — £*) (k'» -f- k»z»), 

für z « J am X, (^J « (1 - fc') (k^* - z»). 

Diese Polfnome lassen sich in Faktoren zerlegen; im ersten Fälle 
erbäk man: 

(z» — sin* am a^) (z* *- sin» am «,)>.. (z' — sin' am agn- 1) 

X [z» — sin«am(a,-|-aj-|-...-4-ajn— i)], 

im zweiten: 

(2* — cos^amaJ(z>*-cos^ama,) . . , (z'— cos^am ass^i) 

X [z? — cos» am (a^ + o, -§-.,. -Höjn^i)], . 

endlidi im dritten: 

(z»— J« am a,)(z» — J^ama,) .. . (z» — A^umaia-x) 

X [z« — J«am(a,-f-a,-|-...-+-a2n-i)]. 

Die hier aufgestellten Identitäten geben ein wichtiges Ergebnis«, 
wenn man z = setzt. Wenn man nämlich bezüglich in den drei 
Fällen unter L, M, N das Glied im Polynom P (z*) yernteht, welches 
z nicht enthält, so hat man die Begehungen: 

+ L 
sinam(a^-|-a,-|-...-|-a2n— i) = — 



cos am (a^-l-a,-!- . , . -f-«2n~i) 



sin am «j^ 


sinama,..» 

±M 


sinamaen-1 " 


cos am a, 


cos am a,.. 

±N 


.cosama^o—i '' 



Jam(a,-4-a.»-l-...-H»2n— i) == n ä =^ :; 

Zu ganz ähnlichen Schlüssen giebt die Funktion: 

/ N . »,/ . N dsinamx 
^^(x) SS smamxF(sm»amx) -I ^ g (sm'am x) 

AnlasS; wo F und Qr zusammen 2n + l willkürliche Constanten ent- 
halten. . Setzt man den Coefficienten der höchsten Potenz von F (z») 
gleich Eins und bestimmt die andern durch die Gleichungen 

9i («i) = 0» ^1 M == . . . y, (a2„) = 0, 
so wird 
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/d Bin amxV 
ain« am x F« (»in' am x) — - f — ^ j 8« (sin« am x) 

:k ( Bin* am X — sin' am a J (sin'am x — sin^am a^„. (sin^am x — sin^am asa) 
X [sin' am X — Bin' am (a, -4^ a, •+•... -H ogn)]« 

Dieser zweite Satz würde den Werth von 

sin' am («^ -f- «2 -4- . . . -f- atx) 

geben, wo eine grade Anzahl von Argumenten vorkommt, aber der 
erste hat den Vorzug, gleichzeitig zu den Ausdrücken von: 

, , sin am (a, -H a, -H . . . H- «20—1), 

COB am («1 •+• «2 -f- . • . -4- «2i»— i)r 

J am (ttj -H ttj -f- . . . -4- «so— 1) 

zu führen. Die Bedingung, dass die Anzahl der Argumente ungrade 
ist, kommt nicht in Betracht, denn man kann ja eins davon gleich 
Null, setzen. Wir haben aber noch eine Folgerung zu ziehen. Wir 
bemerken nämlich, dass die Gleichungen: 

9> («i) == 0, f> (ttj) s= . . . fp (a2n-i) = 
oder abgekürzt: 

^ (a,) s= 

als Coefficienten von F und Ff rationale* Funktionen folgender 
Grössen ergeben : im ersten Falle, für z = sin am x- rationale Funk- 
tionen von 

d sin am ai . 

sm am a\ und 3 = cos am «i J am ai , 

im zweiten für z = cos am x von 

d cos am «i . . . 

cos am «i und 3-^ =5 — sin am at J am ai , 

a «i 

im dritten Falle endlich für z s= J am x von 

d J am ai 
ü am «i und ^ =s — k' sin am «i cos am a\ . 

Dies ist die Form deijenigen Grössen, welche wir so eben mit 
L M N bezeichnet haben, und mithin auch die der Werthe von 



sin am (a^ -H a, -H . 


• . "4- «Sn-^X)» 


coB am (a^ + a^ H- . 


. . -f- aaa^i) , 


J am (a^ -♦• a, -4- . 


. . -H ttsn-l). 
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Was das doppelte Vorzeichaoi anbetrifil, so kann man es durch einen 
speziellen Fall bestimmen. ' 

Wir werden sogleich ein Beispiel geben. 

IL Formeln i^r die Addition zweier Argumente. 

Wir werden die vorhergebenden Sätze auf den Fall dreier Argu- 
mente a^ a, «3 anwenden , von denen wir das letzte gleich Null 
setzen; wir nehmen: 

dz 
^ (x) SS (z« + az^ -f. b) Hh cz j^ . .» 

Im Falle^ wo z »s sin am x, nimibt die Orundgleichung die Form an: 

/dzV 

(z*4-az'-|-b)» — c^zM ^ j = z2(z* — 8in2amaJ(z*— sin^ama,) 

X [z2 — sin'am.(ai-fraj)], 

so dass man also b^O sletzen muss. Lässt man aus beiden Glie- 
dern den Faktor z^ weg, und setzt dann z =: 0, so ergiebt sich : 



sin am (a. •+•«,) = -r 



sm am a^ sm am a^ 



Die Gleichungen f (aj = 0, ^ («,) ='0 geben dann: 

sin^ama^-Hasinama^-^ccosama^ Jama^ sa 0, 
sin^amOs-^asinamaa-^ccosama, Jama, = 0, 

t 

also : 

C 
sin am a, sin am a, 

sin* am a^ — sin* am a, 
sin am a^ cos am a^ J am a:^ — sin am a, cos am a , J am a^ V 

Für a.^ s= reducirt sich dieser Ausdruck auf sin am a^ man muss 
also in der Formel das obere Zeichen nehmen. Mnltiplicirt man 
noch Zähler und Nenner des Bruches mit 

sin am a, cos am a, dama^-i- sin am a.^ cos am a^ J am a^ 

und lässt im Zähler und Nenner den Faktor sin* am a^ — sin* am a, 
weg, so ergiebt sich: 

sin am (a, •+• a^) 

sin am a^ cos am a, J am a, + sin am a^ cos am a, J am a ^ 
1 — k* sin* am a^ sia* am a^ 



n 
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In den andern Fällen, wo z as cos am x und z ss J am'x ist, hat 
die Gleichung: 

dz ' 
i5^ -f- az^ -f- b •+• cz , =0 

dx 

die Wurzel z = 1,^ welche dem dritten Argument, das man gleich 
Null gesetzt hat, entspricht. Man kann also setzen: 

z* -f- az» -+- b = (z» — 1) (z» -f-m); 

dies führt für z s: cos am x zu den Gleichungen: 

cos am a, J am a, ^ 

co»^ am a, -4- m + c ; — = , 

^ sin am a^ 

cos am a» J am a, ^ 
cos'» am a^ -f- m -H c — = 0, 



^ - 8]Q AIQ a^ 



und zu dem Werthe: 

"f- m 



cos am (a^ -4- a^) = 



cos am a^ cos am a. 

Eben so hat man für z es J am x die ganz ähnlichen Beziehungen: 

. . cos am a, J am a, ^ 
J» am a^ -H m •+• c : — = 0, 



sm am a^ 



9 



. COS am a, J am a, ^ 

J*am a» -f- m + c ' = 0, 

cos am ttj , 

J am (a, -f- a.) =: -7 =-1 . 

y i ^ i^ J am a, J am «2 

Eine Rechnung, die ganz analog derjenigen ist, welche sich auf 
den Sinus bezieht, giebt folgende Formeln: 

cos am (ttj •+• a^) 

cos am a^ cos am a^ — sin am a^ sin am a, J am a^ J am a^ 

1 — k^sin^ama^sin'amaj 

J am (a^ -H aj 

J am «1 J am a, — k' sin am a^^ sin am a.^ cos am a^ cos am a, 

1 — k^ sin^ am a^ sin^ am a^ 

Diese drei Formeln, welche wir aus dem AbePschen Theorem ab- 
geleitet haben, heissen mit vollem Rechte Grundformeln, denn sie 
reichen vollständig aus, die Funktionen sin am x, cos am x, J am x 
zu definiren. Ans den ersten Abhandlungen Abels und später aus 
den Arbeiten Gudermanns, eines der besten Schriftsteller j welche 

Hermite, Theorie der elliptischen Funktionen. ^ 
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über die Theorie der elliptischen Funktionen geschrieben haben, 
kann man sehen, wie daraus die doppelte Periodicität folgt; ferner 
die Ausdrücke für sin am (nx), cos am (nx), J am (nx), wo n eine 

beliebige ganze Zahl ist. Hieraus leitet man, indem man ~ statt 

X setzt, und zur Grenze für n = od übergeht, die analytischen Aus- 
drücke in der Form von Quotienten der Beihen und H ab. Wir 
setzen noch folgende Formeln hin, die sich unmittelbar aus den 
obigen ergeben: 

sin am («^ — a^) 

sin am a^ cos am a, J am a, — sin am a, cos am a^ J am a , 
1 — k'-^sin^ama^sin'ama, ' 

cos am («^ — «j) 

cos am «^ cos am «2 + sin am «j^ sin am «2 ^ am a, J am a 



2 
1 — k^sin^ama^sin'^ama, ' 



J am («j — «2) 

J am a j J am «2 + k^ sin am a^ sin am a, cos am a^ cos am a, 

1 — ksin'^^amajsin^ama. 

Durch Addition und Subtraktion ergiebt sich hieraus: 

, . , y X 2sinama, cosamttj Jama« 

smam (a.+aa) -f-sm am (a. — aj = , .^ . , r~ , 

^ * ''^ V i i/ -^ — k^ sm'ama^sm* amttj 

2 cos am«, cos am a» 

cos am («^+aj-f- cos am (aj—a2)= z r , .. v^ , 

V 1 2/ j — k-sm'ama^sm^amaj 

Jam(a,-f-a,)-f- Jam(a,~a2)== \ — ,, . ^ ^ ; 

^ *- ^^ 1-- k^sm'amaj sm'ama, 

sin am («^ + a^) — sin am (a^ — a,) 

2 sin am a, cos am a^ J am a^ 

1 — k siu* am a^ sin' am a, ' 

cos am (a^ — a^) — cos am (a^ -f- a^) 

2 sin am a^ sin am a., J am a^ J am a , 
1 — k* sin^ am a^ sin am a^ ' 

J am (ttj — «j) — J am (a^ + aj 

2 k' sin am a^ sin am «.. cos am «, cos am g^ 

1 — k* sin* am«, sin* am a^ 

Indem man in den drei letzten Gleichungen: 

a^ -H a, sss X, a, — a- =s a 
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setzt, erhält man alle Werthe von x, welche die Gleichungen er- 
füllen : 

sin am X s=? sin am a, 

cos am X = cos am a , 

/] am X SS J am a. 

Im ersten Falle erkennt man leicht, dass alle Auflösungen der 
entsprechenden Gleichung mit denen der folgenden Gleichungen 
übereinstimmen : 

x*^^ a 
sin am — 5 — = ^ oder 00 , 

cos am — ^ — = ü, 

J am — 2 — = 0. 

Unmittelbar aus den Formeln, welche Seite 19 für die Wurzeln der 
Gleichungen 

e (x) = 0, J? (x) = 0, 9, (x) = 0, H, (x) = 

gegeben sind, sieht man, dass sich ergiebt: 

X = a + 4 m K -f- 2 m' i K', 

X = a-+-(4m-+-2)K-+-2m'iK'. ♦ 

Ebenso für: 

cos am X = cos am a 

erhält man: 

X = +a-+-4mK-f-4m'iK', 

X = 3ta-f-(4m-+-2)K-^4m'iK', 

oder einfacher: 

X = ±a-*-2m(K-f-iK')-^4m'iK' 

und für 

/] am X = J am a 
X = J3a-f-2mK+4m'iK'. 

In diesen Formeln bedeuten m und m' beliebige ganze positive oder 
negative Zahlen. Die Formeln für die Addition zweier Argumente 

5* 
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geben noch zu vieleo andern Bemerkungen Anlass. * Biesehränken 
wir uns hier auf diejenigen Ergebnisse, welche sich auf die Ver^ 
doppelung und auf diejenigen Werthe beziehen, welche die drei 
Funktionen annehmen, wenn man das Argument gleich einer halben 
Periode setzt. Die ersteren ergeben sich unmittelbar aus den 
Grundformeln : 

. 2sinamaeo8ama Jama 
smam2a ?55 — 



co8am2a=s 



Jam2a ss 



1 — k^sin^ama 

1— 28in^ama+k^8in^ama 
1 — k* sin< am a ' 

1 — 2k*sin'ama+k'*sin*ama 
1 — k'sin^ama 



Hieraus ergeben sich folgende Werthe, die von Gndermann her- 
rühren ; 



K 

Sin am -7^ 


= 


1 


2 


Fi+k' ' 


K 


= 


k' 




Fi+k' ' 


A K 


=S 


Vk'; 


smam -^ 


= 


• 


iK' 


s 


• 

1 


CUd aUX ^ 


l/l_Ll.' 



^ iK' " ,/- 



. /K \ 1 

smami -ö- + iK'J = ,. 

\2 ^ / yü-k" 



cos am 
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cos am 






sin am 



coB am 






nL Von der Hnltiplioation der Argumente. 

Dieser wichtige Theil der Theorie der elliptischen Funktionen 
ist so enge mit der Theorie der Transformation verknüpft, mit der 
wir uns hier nicht beschäftigen werden, dass wir uns auf die Mit- 
theilung einer kleinen Anzahl von Ergebnissen beschränken müssen. 

Sei zunächst n eine grade Zahl, und setzen wir: 



n> 



80 hat man: 

8inam(nx) 

. sin amx-|-A'sin*amx-f-...-|-G'sin*«— *amx 

ssncosamxJamx .,...- .—tr~~«^;; 

1 -f- A sm" am X -I- . . . -f- H sin«™ am X 

, . °, , ^ 1-f-A' cos'^ am X -+-.,. +H'co82™ am X 

( — 1)2 COSam(nx) = :; ;: =7 5- , 

^ ^ ^ 1-f-A^ cos'* amx-f-.,.-+-IIi cos^nÄamx 

, ^ » . , , 1-+-A'jj2anix^. ^H',J«n»amx 
(-^^*^*'°'(^^==l4-A,J^amx+...+ H,J3mamx- 

n^—l 
Sei ferner n ungrade und setzen wir m = — ^ — so hat man: 



} 
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. 8inamx-|-a'sin*amx-|- ...-f-h'ßin^^+iamx 

Bin am (nx) = n :r— t-t . , . «^ , 

^ ^ H-asin^ amx-l-...-f-n8in2™amx 

, . c08amx-4-a' cos'amx-f-... -f-h' co8*™+iamx 

cosam(nx)=rn ^ . , . --r sr » 

^ ^ 1 + a, C08' am X •+•... -f-h, cos*™ am X 

. , ^ /lamx-f-a' J^anix^^^ .|.h' J2«n+ianix 

ä am (nx) = n r-~ -r- nr~/f«n,; • 

^ ^ l-+-a, J^amx-f-...-f-hjJ*™amx 

Alle Goefficienten in diesen verschiedenen Formeln sind rationale 
und ganze Funktionen von k^. Zu ihrer Bestimmung hat Jakobi 
für den Fall, wo n ungrade ist, folgenden Satz gegeben. — Sei 

u ü p 

sin am (x) s» -p, sin am (nx) = rp^, ferner 11=^,? und Q 

ganze Polynome in Bezug auf u sind; mache man 

so gentigen diese beiden Polynome der folgenden linearen partiellen 
Differenzialgleichung : 

dz 
u» (n»— l)u^z + (n»~l) (au — 2u5)^ 

d'z dz 

^.(l_au«+u*)^ = 2n«(a»-4)5^. 



&• ¥oD den FuDkiiODCD zweiter nnd dritter Gattang. 

Man kommt auf dieselben durch die Betrachtung des Integrals 
I F (sin am x, cos am x, J am x) dx, 

wo F eine beliebige rationale Funktion anzeigt. Mit diesem wollen 
wir uns jetzt beschäftigen. 

Sei wie oben: 

u = sin am x, 

V ssr cos am x , 

w as J am X , 
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so sieht man leicht, dass das Integral sich auf die Form bringen 
lässt: 



f (A 4- Bv -4- Cw -4- Dtw) dx, 



wo A B C D rationale Funktionen von u allein sind« Hieraus folgt 
dass nur der Theil 

Adx 

genauer untersucht zu werden braucht, denn für die beiden folgenden 
Theile lässt sich die Integration auf die von Quadratwurzeln aas 
algebraischen Funktionen zweiten Grades zurückführen, wenn man 
u als unabhängige Variable betrachtet, und der letzte Theil führt 
sogar auf rationale Funktionen. Also nur aus dem Ausdrucke /A d x 
kann man möglicherweise durch Integration neue Funktionen er- 
halten, und diese Vermuthung wird sich durch die folgenden Be- 
trachtungen als richtig erweisen. 
Sei 

A - J^ 

wo ^ und ij} ganze Polynome bezeichnen. Indem man Zähler und 
Nenner des Bruches mit (p ( — u) multiplicirt und setzt: 

^ (u) (/> (-U) = (u^) + u (P, (u»), 
zerfällt unser Integral in die beiden folgenden: 






von denen das zweite ebenfalls auf Wurzeln von Ausdrücken zweiten 
Grades zurückgeführt werden kann, denn setzt man u^ as t, so 
wird es: 

(P, (t) dt 



1 f^ 

2 J fF 



2 J fF (i) |/(i-:t3 (t~kn) • 

Wir haben uns also bloss mit dem ersten Integral zu be- 

(un 
schäftigen, welches man durch Zerlegung von m' . 2\ ^^ Partial- 
brüche, auf Ausdrücke von der Form bringen kann: 



J"*""^^' f (l-'^u')p ' 



oder 
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m II*n du ^ ^^ du 

J |/(1— u»)(l— k»u»)' J (l-au»)P|/(l— u^Xl-k^)' 

Diese Ausdrücke aber können, wie wir gleich sehen werden, auf 
ihren einfachsten Fall, wo n = 1 und p = 1 ist, zurückgeführt 
werden. — Gehen wir zunächst vOn der Gleichung aus: 

du™ 



dx 



— inu»-i V'(l-~n»)(l— k»u»). 



welehe durch Differenziiren giebt: 

d^u™ • 

-~ « m(m— l)u«-»— m»(l-f-k»)u«-f-m(m-+-l)k>u"*-^a. 

Indem man beide Glieder dieser Gleichung in Bezug auf x integrirt, 
findet man folgende Reductionsformel : 

du™ f^ p 

-^ « m(m— 1) j u«n-2dx — m»(l-|-k») j u« dx 

-t- m(m-|-l)k» fu°»+«dx. 

Sie zeigt, wie man nach und nach das Integral, in welchem m=3s2n 
ist, auf dieFäI16, won ^ Ound n =s 1 ist, zurückfahren kann« Der 
erste giebt einen Ausdruck, der der Variablen proportional ist, der 
zweite führt ein neues analytisches Element in die Theorie der ellip- 
tischen Funktionen ein. 

Wir führen als constanten Faktor dikS Quadrat des Modul ein, 
und setzen: 

Z (x) =s I k* sin* am X dx« 

Dies ist die Funktion, die wir von jetzt an als die zweiter 
Gattung bezeichnen wollen. 

Gehen wir ferner von der Relation aus: 

uV(l-n»)(l-k'n') _ 9^^^1±k!^!E!\ f_*L_ 

(1 — o u»)P-l — \^V-'i)\^-*- a "*" a»; J (1 _ av?y> 

/o o^ /■-. 2H-2k» 3kn f dx 
- (2p-3) (^1+-— +-j J ^^_^„.^^, 



.. /l+k* 3k»\f dx 
+ (2p-4) [-^ + — j J (jzr^jiT^ 

k> f dx 
— (2p-5) -^ J (i_aa,)p_8 . 
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weiche sich durch Differenziiren «Is identisch erweist Es ist klar, 
dass hiernach der allgemeine Fall auf die drei besondern, wo 
p^— 1, pa=0, ps=l angenommen wurd, zurückgeführt ist. Der 
erste Fall giebt die Funktion zweiter Gattung, der zweite einen der 
Variablen proportionalen Ausdruck, also nur der dritte Cührt *ztt 
einer neuen Funktion, die wir unter der Form; 



j 



Au'^dx 



1— au«' 

welche wir statt: 

dx 



J 1 — a u^ • 



betrachten, untersuchen woUen. Es sei hier: 

a s= k* sin» am a, 

1 da , . . 

A s=s H" :^~ k* sm am a cos am a J am a» 

2 da 

Wir wollen setzen: 

p™ k» sin am a cos am a J am a sin^ am X dx 
^(x, a) = J^ -- 1— k^sin'^amasin^amx ' 

und diese Funktion bezeichnen wir als die der dritten Gattung 



I. Ansdrack der Funktionen zweiter und dritter Gattung 

in (X). 

Oben haben wir folgende Gleichung aufgestellt: 

^, ^dsinamx ^H{ii—a^)H{x — a^)H(x a^) 
sinamx(sin»amx-+-A)-|-B g ss=C — ^ ^^ (x) ' 

wo die Goefficienten A und B durch a^ und a^ ausgedrückt werden 
können, wenn man setzt: 

d sin am a. ^ 
8mama^(sin*ama, -|-A)-f-B -r ^=*s ü, 

_ d sin am a.. ^ 
sra am a^ (sm' am a^ •+- A) -|- B j- — -- = ü. 

Sei 



da. 



a, =r — a, =s a 



und folglich: 
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«, = 

nach der Bedingang : 

80 findet man: 

B SS 0, A SB — sin' am a 
nnd folglich: 

smamx (sm'amx — sm^am a) s= C ^rr^ ^• 

^ ' tf^ (x) 

Bestimmen wir C, indem wir x=:0 setzen, so wird schliesslich: 

sm'amx — sm^ama =: . z>./ \ /aw \ • 

kef'(x) 6f*(a) 

Diese wichtige Beziehung nimmt, wenn man a durch a + iR' ersetzt, 
die neue Form an: 

1— k»sin»ama sin'amx = ^ÖPH^Ö " 

Hierzu kann man auch leicht vermittelst der Identität: 

1 jff(x+a) zrrx-a) 

k g(x+a)^(x~a) = B">*«(^-+-a)8inam(x~a) 

sin' am x — sin' am a 



1 — k' sin' am a sin' am x 



gelangen. Nimmt man jetzt auf beiden Seiten unserer Gleichung 
die Logarithmen, so ergiebt sich: 

Ig(l-k'sin'amasin'amx) = lgÖ'(0)-+-lg^(x-f.a)-f.lg^(x— a) 

21g*(x)— 21g^(a), 

nnd hieraus erhält man, wenn man in Bezug auf a di£Perenziirt und 
in Bezug auf x integrirt: 



s. 



* k' sin am a cos am a J ama sin* am X dx 
1 — k' sin' am a sin' am x 

Das ist der analytische Ausdruck der Funktion dritter Gattung, wie 
ihn Jakobi entdeckt hat. 

Wenn man durch a dividirt und dann assO setzt, erhält man: 
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I k'sin'amxdx = Z (x) = C W — -g^^ 



wo gesetzt wurde: 

^ "" 1— 2q-f.2q« — 2q» + 2q"— •... * 

Dies ist der Ausdruck für die Funktion zweiter Gattung, den 
ebenfalls Jakobi gegeben hat, und der uns zugleich zu den Grund- 
eigenschaften dieser Funktion führen wird. 

n. Von der Fonktion Z (x). 

Die erste ihrer Figenschaften ist, dass sie für jeden reellen und 
imaginären Werth der Variablen nur eine einzige Bestimmung zulässt. 

Dies folgt auch aus der Betrachtung des Integrals i k* sin' am z dz 

immittelbar. In der That ist für eine beliebige Wurzel der Glei- 
chung: 

. \, = 0. 

smam(z) 

nämlich für: 

z = 2mK-+-(2m'-|-l)iK' 

das entsprechende Residuum*) von k^ sin^ am z , d. h. der Coefficient 

1 . 
▼on — m 

e 

k'8in»am[2mK-4-(2m'-+-l)iK'+e] = ~ 



sm^ am e 



gleich Null. Denn sin^ame enthält in seiner Entwickelung nur 
grade Potenzen von e. Die Integration, welche Wege auch die 
Variable z zurücklege, führt daher nur zu einer einzigen Bestim- 
mung. Wir können also ohne Zweideutigkeit, indem wir uns der 
Weierstrass'^schen Bezeichnungen bedienen: 



= I k'sin» 



amxdx, 



setzen. 



iJ' = I k^sin^amxdx 



*) Die zum Verständniss nothwendigen Sätze des Gauchj'schen Be- 
siduencalculs enthält der Anhang. D. U. 
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Diese Grossen heissen Yollständige Funktion.en zweiter 
Gattung, ond sind mit den vollständigen Funktionen der ersten 
Gattung K und K' durch die schon erwähnte Gleichung yerbunden: 

2 

welche wir jetzt beweisen wollen. 

Zu dem Ende setzen wir nach einander 

Z s: K, 

z = K-4-iK', 
in der Grundgleichung: 

Z (X) — Cx — ^ (x)- 

Die erste Snbatitatioii giebt aagenblicklich : 

J = CK, 
da 

9' (K) « 0. 

Was die zweite anbetrifft, so gehen wir von der Beziehung, 
welche Seite 18 gegeben ist, aus: 

0, (X + iK') = H, {%) e « 
aus ihr ergiebt sich: { 

Ig 9, (% + iK-) = ig fl. '(x) _ i| (2x + iKO. 

Differenzürt man in Bezog auf x, so erhält man: i 

/ e\ (x ^ i K') _ H\{il) _ m 

*, (x4-iK') ~ H, (z) 2K' 

Setzt man x = 0, so wird die Ableitung der graden Funktion H^^ (x) i 

verschwinden, und man bekommt: 

9^ (i K') ~ l> (K + iK') ** 2K' 
hieraus folgt: 

ZCK^-iKO = C(K + iK')H-2g. 
nnd folglich: 
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Z(K + iK')-Z(K )^ ^ ff 

Ersetzt man C durch ^, so hat man die zu beweisende Glei^ 

• ' ' ' 

chuDg. Ist der Modul k reell und kleiner als Eins, so kann mau 
J und J' durch gradlinige Integrale Imsdrücken: ' 

Ji l/(x'— 1) (1— k«x») 
nnd ganz wie für E und K' erhält man die Beihen: 

J' = 2S Iff f + 1 - (2S -3.) - 37J (3-3,) - ^^ (3-3,) - . . . , 



WO 






3n — o '^ "^ 



V2y^ ^T\2.4y^ ^^2.4.6y^ ^••*' 

2^ "**4V2>/^ ■*■•••"** 2n-2V2. 4,. .2n-4 ^° 



12n~l/ 1.3...2n -3Y 
2 2n V2.4...2n— 2; ' 



Diejenige Eigenschaft der Funktion zweiter Gattung aber, welche 
als charakteristisch zu betrachten ist, und welche ihre Einfuhrung 
als ganz neues analytisches Element in die Theorie der elliptischen 
Funktionen rechtfertigt, ist die durch folgende Gleichungen gegebene : 

Z(x-f-2K) = Z(x)-f-2J, 

Z(x-f-2iK') = Z(x)-+-2iJ'. 

Diese Beziehungen, welche sich unmittelbar ao» den Grundgleichungen : 

^(x-f-2K) = ^(x), 

^(x + 2iK0 = ^(x)e ^ 

ergeben, wenn man die logarithmischen Ableitungen nimmt, definiren 
in der That eine neue Art von Funktionen, welche eindeutig sind, 
und sich, wenn man die Argumente um die Grössen 2E, und 2iK' 
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vermehrt, mit Hinzufugang einer Gonstanten reproduciren. Später 
wird man die Wichtigkeit dieses Kennzeichens einsehen, welches 
nicht mehr mit der doppelten Periodicität übereinstimmt, aber sich 
enge an dieselbe anschliesst. — Man gelangt übrigens dazu noch 
auf eine andere Art, indem man yon der Gleichung ausgeht: 

Z (x+a) = Z (x) + Z (a) + k' sinamx sinama 0inam(x+a), 

d. h. von dem Additionstheorem der Argumente in der Funktion 
zweiter Gattung, welches Jakobi folgendermassen beweist. — Diffe- 
renziiren wir die Gleichung: 

/?(x,a) = xg^+^lggi^ 

in Bezug auf x, so ergiebt sich: 

k' sin am a cos am a J am a sin^ am x 
1 — k^ sin^ am a sin'^ am x 

_ 6^'(a) 1 ^-(x~a) 1 »^(x+a) 
■" ^ (a) ■*" 2 ^ (x—a) 2 Ö.(x-+-a) 

= ~Z(a) + iz(x-Ha) — iz(x-a), 

also wenn man x und a vertauscht: 

k' sin am x cos am x J am x sin' am a 
1 — k^ sin^ am a sin' am x 

= -Z(x) + gZ(x-Ha)-+-2Z(x-a). 

Addirt man diese Gleichungen Glied für Glied, so erhält man: 
k' sin amx sin am a sin am (x+ a) &s Z (x-f- a) — Z (x) — Z (a). 



nL Von der Funktion 77 (z, a). 

Als eine der schönsten Entdeckungen Jakobi's ist die Dar- 
stellung von n (x, a), worin zwei Grössen, das Argument x und der 
Parameter a, vorkommen, durch die Beziehung: 

yy(x,a; - x^^^^ + 2^ö(xH-a) 

zu betrachten, in welcher nur die eine Funktion nebst ihrer Ab- 
leitung vorkommt. Es möchte selbst wegen der Einfachheit dieses 
Ausdrucks unnütz erscheinen, die Funktion dritter Ordnung mit 
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einer besondern Bezeichnung und als ein eigenes analytischem Ele- 
ment einzuführen. Indess ist diese Bezeichnung durch Legendre*s 
Arbeiten, welche Jakobi^s Entdeckung vorausgingen, einmal einge- 
führt, und wir werden sie bei der Darstellung der folgenden Sätze 
anwenden. 

a) Vertauschung der Amplitude und des Parameter. 
Unmittelbar erhält man aus der Grundgleichung: 

oder auch: 

/?(x, a) — 77 (a, x) = aZ (x) — xZ (a), 

wenn man die Funktion zweiter Gattung einfuhrt 

Diese Eigenschaft kann direkt bewiesen und auf die Integrale 
höherer Ordnung ausgedehnt werden durch folgende Methode, welche 
ebenfalls von Jakobi herrührt. 

Sei ^ (x) ein Polynom von beliebigem Grade in Bezug auf x, 
welches jedoch zugleich mit x verschwindet, und 



•'a (x— a) ]/^x 

Die Differenz F (x, a) -^ F (a, x) oder die Summe der Integrale 

p^ |/^a dx /•* ]/^x da 

Jo (x - a) V^ Jo (x-a) i/^ 

lässt sich ersetzen durch das Doppelintegral: 

/»*/»» dxda r(^'x -f- ^'a) (x — a)-f-2fa — 2fpx"| 
Jo Jo j/pij/^L ^ *? J * 

Aber man findet leicht, dass die Grösse innerhalb der Klammer eine 
ganze Funktion von x und a ist*), so dass das Doppelintegral sich 
in eine Summe von Produkten von folgender Gestalt zerlegen lässt: 



*) Die ganze Fanktion: 

(y^x-f-y^a) fx — a) -|-2ya- 2yx 
2 (x~a) 

verschwindet nämlich fiir xssa, wie man durch Differenziircn des Zählers 
und Nenuers erkennt, and ist mithin durch x — a theilbar. D. U. 
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f •a'ö da f »X» dx 

Der Fall der elliptischen Integrale würde, sich hieraus offenbar 
ergeben, wenn man setzte: 

^(x) = x(l — x)(l— k«x) 

1' 
und an Stelle der Variablen x und a die Grössen ua ^^% »m \ "^^ 

sin* am a nähme. 

b) Von den vollständigen Punktionen. 

In der obigen Gleichung: 

/r(x/a) - //(a, x) = a Z.(x) — X Z (a) . 

setzen wir: 

X = K und X = K + iK'; 

mit Berücksichtigung, dass 

7?(a,K) = 0, 

/? (a, K -+- iKO = 0, 
findet man: 

7?(K, ä) Ä a Z (K) — KZ (a) =a a J — K Z (a) 
und 

7?(K+iK0 - 77 (K) = iaJ' — iK'Z (a). 

Dies sind also die Werfhe der vollständigen Funktionen oder 
der bestimmten Integrale: 

-y f^k'sinamacosama Jama sin^amxdx 

^ ' Jo 1 — k^sin^amasin^amx ' 

/7(K-HiK0 — i7j(K) 

J) K+iK' j£2 gin am a COS am a J am a sin^ am x d x 
K 1 — k* sin'* am a sin* am X 

Bezeichnet man sie für einen Augenblick mit H und iH', so 
ergi^bt sich: 

/7(x + 2 K, a) = /7(x, a) + 2 H, 

77 (x -I- 2 iK', a) = /7(x, a) -f^ 2 iHS 

und 

arr 
KH' — HK' = -^. 
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Bemerken wir jodoch in Bezug auf die Funktion dritter Gattung, 
dass, wenn man den Weg sich ändern lässt, weichen die Variable 
bei der Integration beschreibt, ein positives oder negatives Viel- 
faches von TT y 1 hinzutritt, so dass diese Relationen nur für ge- 
wisse Integrationswege stattfinden, während die analogen Beziehungen 
in Bezug auf die Funktion zweiter Gattung keiner Beschränkung 
ähnlicher Art unterliegen. 

c) Addition der Argumente. 

Betrachten wir, um einen bestimmten Fall zu haben, eine un- 
grade Zahl von Argumenten: 

®i> ®a • • • Öt2n+1> 
welche durch die Gleichung verbunden sind: 

a, 4- «2 ■+" • • • "*" Öt2n+1 = 0. 
Es wird dann die Grundgleichung: 

geben : 

/7(aj,a) -f. 77 (a^, a) + . . . -f- /7(a2n+i, a) 

-. Li ^ («1 a) ^(aa~ a) . . . ^(azn+i— a) 
"" 2 ^ ^ («i + a) («,-f-a) . . . 6^(a2n+i-f-ay 

Es lässt sich nun zeigen, dass die Grösse unter dem logarith- 
mischen Zeichen rational ausgedrückt werden kann durch: 

Isin am a^, sin am a, . . . sin am «20+1» 
d sin am a, d sin am a, d sin am a2a+i 
da^ ' dttj * * ' da2n+i 

Zu dem Ende erinnern wir daran, dass, wenn Ö (x) und Si (x) 

zwei beliebige Polynome von x von den Graden n und n— 1 sind, 

und wenn man setzt: 

XV . , . X dsinam x . . . . 

^(x) = smamxÖ(sm*amx) H ^ Ö^(sm«amx), 

folgende Beziehung (Seite 61) erhalten wurde: 

_ -^(x— «O.H(x— ag)...J?(x-a2n+i) 

^ W - ^2n+l(x) 

wo die Coefficienten der Polynome % und g^ durch die linearen 
Gleichungen : 

^ («1) = 0, f> (a,) = . . . ^ («an) =5 

Hermite, Theorie der elliptischen Fanktionen. Q 
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bestimmt worden, und also rationale* Funktionen der Grossen A) 
waren. Vertauscht man nun z mit — x, so ergiebt sich : 

_ AH(x+;aJ H (x-i-q,) . . . H(X'+-a2n+i) 
^(— X) ^n+l (x) ' 

und hieraus folgt: 

^(x) _ g(x— gj H(x—a^) , . . ^(x—aaiM-i) 
^ (—x) "" nlx-ha^) Ä^(x-*-a,) . . . i]f(x-f-aan+i)' 

Setzt man aber: 

X =s a + iK', 

also : 



sm am x = 



k sin am a ' 

dsinamz 1 dsinama 

dx k sin^ am a da 

so verwandelt sich die Grösse: 

ff(x— g,) H(X — tta) . . . H^X—Oin+l) 

H{x-ha,) jy(x-|-g,) . . . H(x-hata+i) 

in: 

6 (a — g J S (a — g^) . . , 9 (a — gan+i) 
9 (a-f.gj 9 (aH-gJ . ..9 (a-Hxjhn-i) 

und der Ausdruck für dieselbe ist nach dem Obigen: 

1 (_Jl_J\ _ JL dsinama / 1 \ 

ksinama ^k^sin^ama/ ksin^ama da *■ \k'sin'ama/ 

ft /" ^ "^ . ~^ dsinama / 1 \ 

l^k^sin^ama/ ksin'ama da ^ \k*sin*ama/ 



ksinama 

Multiplicirt man Zähler und Nenner dieses Bruches mit sin ^"^"^ am a, 
so nimmt er die Form an: 

dsinama 
sin am a F (sin* am a) -^ F^ (sin' am a) 

— _ , 

-_ . . dsmama 
sm am a F (sm* am a) H F, i0n^ am a) 

wo F(x) und F, (x) ebenso wie 8(x) und Si(x) Polynome von den 
Graden n und n-^1 in Bezug auf x sind. — Wenn man nun das 
Argument gsn-i-i durch — (g| + g,+ • * . +g8n) ersetzt, hat man die 
folgende Gleichung: 
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//(aj,a)+//(^aj,a)-f-...-+-/Z(a2ii,a) =s //(ai-4-a, + ...-f-a2n,ft) 

dsinama 
;. sin am a F (sin* am a) -r P ^ (ain* am a) 

2 ^ , dsinama 

sin am a F (sin* am a) H F^ (sin' am a) 

Dies ist das Additionstheorem der Argumente unter der von 
Abel aufgestellten Form. 

d) Von den yerschledenen der Funktion dritter Gattung 

analogen Funktionen. 

Wichtige mechamsche Untersuchungen führen oft dazu, Integrale, 
welche der Funktion dritter Gattung ähnlich sind und sich vermöge 
einfacher Substitution auf die Form derselben bringen lassen, auf 
die Funktionen S zurückzuführen. Daher hat Jakobi in seiner denk- 
würdigen Arbeit über die Rotation der Körper für nöthig gefunden, 
die folgende Zusammenstellung zu geben, welche diese verschiedenen 
Integrale^ so wie ihren Ausdruck durch die Funktion & vollständig 
und unter der einfachsten Form enthält: 






^k'sinamacosamaJamaBin'amxdx ^'(a) 1, ^ (x — a) 
1 — k»sin=»amasin2amx ~ ^ F^ä) "^2 ^ F(x^' 

'k' sinama cosama cos^amxdx ^'i (*) ^ (^ {x — a) 

J am a (1— k^ sin» am a sin» am x) ^ ~ ^ ^, (a) ~~ 2 ^ ß (x+a)' 

^^ Jo 1— k'sin» am a sin» ami ^ "" ^ HJ[9^ ^2^9 (x+a) ' 

/»» Jamacotamadx -^' (a) 1 -^(x— a) 

^ Jo 1— k« sin'ama 8in»amx~ * ifJs^'^-2 ^ 9 (x-i-a)' 

^ sin am a cos am a J am adx ^'(a) 1, ^ (a-Hx) 

sin»ama— sin»amx~ """"^6^ (a)"*"2 ^Ä(a— x)* 

» sinama cosama J^amxdx ^'i (a) 1, Ä^(a-f-x) 






Jama(sin*ama — sin'amx) ^i (a) 2 ^/^(a— x)' 

^tgama Jamacos'amxdx -ö'i(a) 1, J?(a-f-x) 

sin'ama— sin^an^ ^JJ, (a)"*"2 ^-ff(a— x)' 



X J am a cot am a sin^amxdx __ H' (a) 1 jg (a+x) 

sin» am a— sin» am X ^ Ä(a) "^2 ^fi^(a— x) 



Man kann diese Gleichungen unmittelbar beweisen. Die zweite, 
dritte und vierte nämlich folgen ans der ersten, wenn man x und a 
nach der Reihe vertauscht mit: 

6* 
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x + K, a + K, 

X +K + iK', a + K-f-iK', 

x + iKS a + iK'. 

Ans den so erhaltenen Gleichungen werden die vier letzten gefunden, 
wenn man x durch n-iK' in jeder ersetzt.*) 



H, Tod den Weierstrass'schen FanktioDeD. 

Es wurde bereits bemerkt, dass sin am x, cos am x, J am x 
für Werthe von x, welche kleiner als Eins sind, in Reihen nach Po- 
tenzen der Variablen entwickelt werden können, deren Coefiicienten 
ganze Funktionen von k' mit rationalen Coefficienten sind. OflFen- 
bar findet Gleiches bei sin' am x, bei der Funktion zweiter Ordnung : 

Z (x) S5S f k* sin=*amxdx, 

bei ihrem Integral: 

*Z (x) dif 






'0 

und selbst bei dem Ausdrucke 



- f ,' z W ax 

e •'ö 
statt. Aber während für sin» am x, Z (x) , f * Z (x) dx die Ent- 



*) Wenn man eine beliebige der acht Formen der Funktion dritter 

Gattung mit I F (x) dx bezeichnet, so hat F (x) die Perioden 2K und 

2iK', und man erhält die vorstehenden Ausdrücke unmittelbar mit Hülfe 
eines allgemeinen Ausdrucks der doppelt periodischen Funktionen, den 
man am Ende dieses Abrisses entwickeln wird, nämlich: 

f(x) = c + :.b|1|^. 

WO die Grössen t die Wurzeln der Gleichung ^^-r-c == bezeichnen und 

F (x) 

B die bezüglichen Residuen von F (x). 
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Wickelung nur für Werthe der Variablen stattfindet, deren Modul 
kleiner als Eins ist, führt die Fxpt>nentialgrÖ88e 



e 



-L 



Z (x) dx 



zu einer convergeuten Entwickelung für jeden reellen und imaginären 
Werth von x. Nun wird man aus der Gleichung: 



Z(x) = Cx — 



Ö (x) 



erhalten : 



e (0)- 



Dies ist also eiue sehr wichtige Eigenschaft der Funktion 9, dass 

sie sich nämlich durch Einführung des Faktors e ir7n\ ^^ ^^^^ 

neue Funktion verwandelt, wo das Argument nicht mehr unter dem 
Cosinuszeichen steht, und an der Stelle der Periode und der Traus- 

cendente q=:e der Modul k^ selbst vorkommt. Gleiches findet 

offenbar statt in Bezug auf die drei andern Funktionen: 



sm am X e 



-r^w 



e= e 



^(0)j/k' 



cos am X e 



-J'z{x)dx _ -^yff,(x)|/k- 



0(0) ^ k 



J am X e 



-r"(^>'^=e-^?^nr'. 



0(0) 



Hieraus folgt, dass neben den periodischen Entwickelungen : 
2Kx _ 1 2V^qsinx — 2Vq^sin3x-f-2V^q""6in5x— , 



sin am = — r= 



7t 



COS am 



j/fc 1 — 2qcos2x-t-2q*cos4x — 2q*co86x-f-. 
2 Kx I /k' 2 \^ q cos x+2V^ q> cos 3x-|-2V^ q" cos5x-»-. 



iKx _ \/k' 2V 

TT "■ J^k 1- 



2qcos2'x4-2q*cos4x — 2q»cos6x+. 

2Kx _^ ,~- l-t-2qcos2x+2q^co84xH-2q*co86x-»-. . 
n ^ 1 — 2qco82x-+-2q<co84x — 2q'co86x-f-. . 
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sieh noeh eine andere Art der Darsteilung zeigt, wo- die doppelt 
periodischen Funktionen durch Qliotienten von Keihen ausgedrüekt 
werden, die in Bezug auf j^ und k^ rational sind, und für jeden 
reellen oder imaginären Werth dieser Grössen convergiren. Abel 
hat die Möglichkeit dieser neuen Entwickelungs weise der elliptischen 
.Funktionen bemerkt und kurz angedeutet, aber Weierstrass kommt 
die Ehre zu, an Stelle eines blossen Ueberblickes eine tiefe Theorie 
in die Wissenschaft eingeführt zu haben, welche auf gradem Wege 
zu diesen neuen Funktionen führt, nicht nur in dem Falle der ellip- 
tischen Transcendenten , sondern auch für die AbeFschen mit eiiier 
beliebigen Anzahl von Variablen. Wir können hier nicht die Grund- 
lagen angeben, auf welchen die grossen und schönen Entdeckungen 
dieses berühmten Mathematikers beruhen. Wir beschränken uns hier, 
phne über die elliptischen Funktionen hinaus zu gehen, auf die fol- 
genden Angaben. 

L Definition der vier Funktionen AI (z). 
Differenzialgleiclinngen. 

Um unmittelbar diese Funktionen auf die vier: 9j Hy ^,, H^^ 
zurückzuführen, setzen wir: 

— f Z (x) dx 
AI (x) 3= e •'o 

Al(x), . ' 



A) 



sm am x =r 



cos am X =s 



Al(x) • 
Al(x), 



und folglich: 



B) 



Al(x) ' 

^*"' = Ai|iy' 

Al(x) = e ^^Qy 

AI«. = e §7öj^' 

?«" ,— 

— -5- ff, (x)l/k' 
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Aus den Beziehangen A) erhält mau zunächst: 

AP(xX = AlUx)~ AP(xX, 
A\^(x\ = AP(x) - k^AP(x),. 

Dann kann mai aus den Gleichungen: 



Al(x) 
Äl(x), 



^ f "" Z (x) dx 

x) == e •'0 



sc sin am (x) 



Al(x) 

zwei Differenzialgleichungen ableiten, indem man zuerst die zweiten 
Ableitungen der Logarithmen beider Glieder nimmt, nämlich: 

* dMgAl(x) ^ . , ,. >PW i 

--\.~ = - k^ sin^am X = - k^ -^^-)- 

und 

dngAl(x )^ _ dMgAl (x) _ dMgsinamx 
dF~ dx» dx* 



=r k* sin* am X r 



sin* am X * 
woraus mit Hülfe der vorigen Gleichung folgt: 

dMgAl(x), ^ _ 1 _ AI* ( x) 
dx» sin* am X Al'(x)/ 

Durch Entwickelung erhält man folgende Differenzialgleichungen: 

A.(.),5^-['-^J+A,.,.)=0. 

Auf ähnliche Weise oder mittelst der algebraischen Relationen er- 
giebt sich: 

Diese wichtigen Beziehungen, welche Weierstrass unmittelbar 
aus den Definitionsgleichungen: 



1 
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d sin am z 



dx 

d C08 am x 
di 

d J amx 
di 



= COB am X J am x , 



sss — sinunxJamx, 



sr — k' sin am X cos am x 



ableitet und zwar durch eine Methode, welche sich auf die allge- 
meineren AbeFschen Transcendenten ausdehnen lässt, können dann 
auf eine neue Art auf die Funktionen fuhren, auch kann man 
mit ihrer Hülfe direkt beweisen, dass sie Funktionen definiren, welche 
in immer convergirende Reihen nach Potenzen der Variablen ent- 
wickelt werden können, so dass die Coef&cienten dieser Reihen ganze 
Funktionen von k^ mit rationalen Coefficienten sind. Um indess 
diese Entwickelungen auszuführen, verfolgt man einen andern ein- 
fachem Weg, der in dem Folgenden angedeutet ist. 



n. Partielle Bifferenzialgleichiiiigeii, Entwickelnngsformeln. 

Eine etwas lange Entwickelang, die wir deshalb hier nicht aas- 
führen können, führt Weierstrass auf folgende lineare, partielle Diffe- 
renzialgleichnngen : 

d»Al(x)' „,^, dAl(x) „^' dAl(x) , ..,, 
__U + 2k'x-^ + 2kk'»-^ + k'x'Al(x) = 0, 

t^ + 2k>xli^ + 2kk-.^^ +(k'.-Hk.x«) Al(x). =0, 
^. + 2k.xi^-H2kk..i^^(l-Hk.x.)Al(x;.=0, 

^!^ + 2k.xi^ + 2kk'.i^H-(k.H-k»x.)Al(x),=0. 

Diese wichtigen Gleichungen sind zur Reiheneutwickelung ganz 
besonders geeignet, und man erhält aus ihnen folgende Formeln, wo 
n! das Produkt von 1.2.3 . . . n bedeutet: 

Al(x) = l-A,~ + A,|,~... + (-l)m-i A„,^...,*) 



*) Das mit x* multiplicirte Glied fehlt in dieser Entwickelang. Dies 



7l>'^^ 



zeigt der Ausdruck e Jo ^ ' schon a priori, wo die Reihe im Ex- 
ponenten mit einem Gliede anfangt, das mit x^ maltiplicirt ist. 
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Al(x). =x_B.3jH-B,^,-...+(-l)«.B„^^^^^..., 

Ai(x).^i-c.|;-f-c,^;^...-f-(^i).c.^, ..., 



Al(x)3 = l-D,^-f-D,~--...-l-(^l)mD 



X«m 



°* (2m) ! • : • * 



MaD bat aber: 



A, = 2k% 
A3 = 8(k2^k*), 
A, = 32(k»-4-k«) 4-68kS 
A, = 1^ (k2 -f. k«) -h 480(k* -h k«) , 
A6 = 512(k=»-|-k»») Hh 3008(k*-^k«) + 5400k«, 
A, « 2048 (k' + k") -f. 17408 (k*-hk*«) -f. 49568 (k«-*-k«), 
Ag = 8i92(k»-#-k'4) -^ 95232 (k* -f. k 12) ^ 395520 (k«-f-k*«) 

H- 603376 kS 

A, = 32768(k2-f-k*6) + 499712(k«-^k'*)-f-2853888(k«+ki0 

■4 5668096 (k'»-+-k*«), 

A,^= 131072 (k^ -f. k »8) 4- 2539520(k*'-f-ki6) + .19097600 (k«-#-k^^) 

-f- 38153728 (k^-f-k^O "♦- 42090784k'% 



B, = l-f-kS 
Bj = 1 +k' -f-4k% 
B3 = 1 •^k« + 9(k^H-k«), 
B, = 1 H- k« + 16(k»-f-k«) — 6k« , 
B, = 1 -f. k«» + 25(k=^-f-k'') — 494(k« H-k«»), 
B, = 1 H- k« -t- 36(k»-#-k^*^) — 5781(k»-^k^) - 12184k«, 
B, = l-f-k**-f-49(k'+k**) — 55l73(k« + k*o)~-179605(k«-f.k«), 
Bg = l + k^6-#-64(k'+k**j~502892(k4-|-k") 2279488 (k«H-k»o) 

—3047930k», 

B, = l-+-k^^-^81(k2+k")-4ö37500(k^+k'»)— 2719a588(k«+k") 

— 59331498 (k**+ki»), 

B,, «: iH-k ^«-M00(k'^^k'8)--.40856715(k^k*e)-31380080(k«-hk*0 

- 909015270(k«-f-k^»)— 1278530856k '% 
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C, = 1, 

C, = 1 +2k», 

C3 = l-i-6k' + 8kS 

C, = l-i-12k'-f-60k<+32k6, 

C, = 1 H- 20k2-|- 348k» +448k«+ 128k», 

C, = l+30k2+2372k»+4600k«+2880k«-t-512k'«, 

C, = l+42k^ + 19308k*+51816k«-f.45024k8-4-16896k^« 

-f- 2048k'«, 

C^ = l+56k» + 169320k*-|-628064k«-^757264k•'-f.370944k•« 

-+-93184k"+8192k", 

C^ = l-H72k»-f-1515368k»-f-7594592k6-f-12998928k« 

+ 9100288 k'«-#-2725888 k"-t-49 J 520k* '+32768 k*«, 

C,„= l-f-90k» + 13623480k*-f.89348080k«-f-2li064400k* 

-f-219361824k'«+100242944k*'-f. 18450432k** 
+ 2506752 k»« -4- 131072k", 

D, = k«, 

ö, = 2k«-f-k*, 

P3 = 8k»-f-6k«-f-k«, 

D, = 32k*-|.60k*-#-12k«+kS 

D, = 128k2-f-448k*-f-348ke+20k8-f.k", 

D^ = 512k2-f.2880k*-f-4600k«-f-2372k«-f.30k»«-f-k", 

D, = 2048k»-f-16896k*-f-45024k«-|-51816k«-f-69308k»«-f-42k" 

+k'% 

D, == 8192k>+93184k*-i-370944k«-f.757264k'' + 628064k*« 

-|-169320k*»+56k*»-+.k", 

D^ = .32768k»-f.491520k«+2725888k«+9100288k»-+-12998928k*« 

-f-7594592k"-f- 1515368 k*»+72k*>-f-k'», 

D,, = 131072k»-f-2506752k«+ 1 8450432 k«+ 100242944k'' 

+219361824k*«-|.211064400k"-t-89348080k*» 
-f- 13623480k*6-f-90k*«-f-k2% 



Aber die partiellen Differenzialgleichungen dienen nicht allein 
dazu, die Rechnung, deren Ergebniss hier nach Weierstrass ange- 
führt ist, zu erleichtern, sie geben auch z. B. einen leichten Beweis 
der folgenden Gleichimgen, welche sich auf die Transformation der 
ersten Ordnung beziehen; 
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Al^kx, i^ = Al(x,k), 

Al^jLx, l)^ = kAl(x,kX, 
Al^fcx,l)^r=.Al(x,k)3, 
Al^kx,l)^= Al(x,k),, 



X« 



Al(ix, kO = e^ Al(x,k),, 

X* 

AI (ix, k% = ie^Al(x,k)^, 

X» 

Al(ix,k% = e^ Al(x, k), 



X« 



Al(ix,kO, = eVAl(x,k)3. 

Noch bemerken wir, dass, wenn man so von den Funktionen 

(x) auf die AI (x) übergeht, welche den periodischen Charakter 

,. ^ . AI (x), AI (x)„ AI (x). .^ 

ganz verloren haben, die Quotienten . , , (r , \](\ y a\ ( { ^ 

doppelte Periodicität als Folge der nachstehenden Gleichungen haben, 
welche unmittelbar sich aus den Gleichungen B) (Seite 86) ergeben, 
wenn man sich erinnert, dass 



und 



«^=K 



KJ' — K'J = | 



waren 



und 



AI (x-#-2K) = -f- AI (x) e-2J(»+K^), 

AI (x-t-2KX = — AI (x), e-2J(x^-K), 

AI (X-+-2K), = — AI (x), e-2J(*+K), 

AI (x-f-2K)3 = AI (x)3 e-8J(»+H 

Al(x-|-2iK') =r — Al(x) e-8iJ'(»+iK'), 
AI (x-#-2iK'), = — Al(x), e-2iJ'(«+iK'), 
AI (x-f-2iK02 = + AI (x), e-2iJ'(»+iK0, 
AI (x-+-2iK')3 = -f. AI (x)3 e^2«J'(»+»K0. 
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J. Eotwickelang der elliptischen VunlitioiieD in einfache 

Reihen nach Sinus und Cosinus. 

Es ist dies eine neue Art analytischer Ausdrücke, die sich 
wesentlich von denjenigen, die wir bis jetzt betrachtet haben, da- 
durch unterscheidet, dass bei den jetzt folgenden die Variable in 
gewissen Grenzen bleiben muss; ändern sich diese Grenzen, so 
ändert sich auch die Form der Entwickelung. Da man indess, um 
alle reellen und imaginären Wertbe des Argimients zu umfassen, 
nur einer endlichen Anzahl von Ent Wickelungen bedarf, und übrigens 
in jedem Intervall die zugehörige Entwickelung für jeden Werth der 
Perioden und des Modul besteht, so kann man vermuthen, dass die 
Untersuchung dieser Art von Ausdrücken ebenfalls Gelegenheit geben 
wird, zu den Grundeigenschaften der neuen Transcendenteu zu ge- 
langen. Dies findet wirklich Statt, und auf natürliche Weise gelangt 
man sogar hierdurch auf die Zurückführnng jeder doppelt periodischen 
Funktion auf elliptische Funktionen, wie es der Liouville'sche Satz, 
der Seite 5 angeführt wird, ausspricht, und welchen wir danach 
beweisen werden. Aber unter einem andern Gesichtspunkt und 
blos durch die Identität der Beiben und der Quotienten von Reihen 
kommt man auf die verborgensten und wichtigsten Eigenschaften der 
Zahlen, Eigenschaften, die um so interessanter werden, als sie so 
unvermutheter Weise sich als in engster Verbindung mit den analy- 
tischen Transcendenteu stehend ergeben. Wir beschränken uns hier 
auf diese Andeutung, indem wir auf diese sehr ausgedehnte Seite 
der Theorie der elliptischen Funktionen, welche auf's Engste mit 
den schönen Entdeckungen über numerische Funktionen verknüpft 
ist, welche die Wissenschaft Liouville verdankt, nicht eingehen können. 

I. Erste Methode. 

Diese folgt naturgemäss ans der Gleichung*) : 

^(-^') = A(l — 2qcos2x-f-q») (1— 2q'cos2x-f-q«) 
(1 ~2q>cos2x-.q»«) .... 

Geht man nämlioh von der bekannten Entwickelung aus: 



*) Siehe Seite 17. 
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^ 1 •* r» « «N rt C084x cösGx 

2lg(l — 2qcos2x-Hq») = qcos2x-Hq» — ^ ^. q» — _ 

cosSx 
-+• q* — :; 1- 



♦ • » 



ßo ergiebt eich: 

1, ^/2Kx\ 

2 lg ^ I j sss const — cos 2 X (q -f- q» -f. q» -f. . . .) 



cos 4x , 
-^-~(q^-f-q«-f-q»»-f-...) 

cos6x, 

--3— (q' -f- q* -f- q'^ -f- . . .) 

cos 8x 

— r-(q*-f-q^"-Hq"+...) 



oder 

qco8 2x q*co84x q'cosöx 



2'^*(~ir) = "^"**-^ 



q' 2(l-q') 3(l-q«) 

q'cosSx 

- iiTl^)- •••• 

Hieraus findet man die Entwickelung der Funktionen zweiter 
und dritter Gattung mittelst der Gleichungen: 

Z(x) = Ct-5^J. 
Diese geben nämlich: 

„ /2Kx 2Ka \ __ 2^ \ n J 
"\n ' 7t J- n ^ /2Ka\ 

qco8 2(x+a) q»C084(x+a) 
■^ 13^5 + 2(l-q') ■^•-- 

qco8 2(x — a) q^coe4(x — a) 



K^) 



l_qa 2(1 -q») 



2Kx \ « / -rqsin2a8in2x q^siniasinix 

~ "^^/2Ka>^ "" ^L i^^~ "*" 2(1- qO 

q^sinßasinßx 1 

"*■ 3(1 - q«) -*■ • • -J 
und 



d4 



K /2Kx\ CK' rq8m2x q'8in4x q'sinGx "I 

Indem man die letztere Gleichung in Bezug auf x differenziirt, er- 
hält man noch: 

k»K2 . 2Kx CK» rqcog2x 2q»coß4x 

c, ^ am* am = -s— - — -z — -f- — ^ — 

271» TT 2ä» L 1 — ^ 1 — q* 

Sq'cosGx "I 

IndesB wollen wir auf sin am x, cos am x, J am x kommen, 
und dasselbe Verfahren muss dann anwendbar sein, wenn man diese 
Funktionen unter die Form logarithmischer Ableitungen von solchen 
Ausdrücken bi*ingen kann, die wie (x) sich in Faktoren zerlegen 
lassen. Aber man hat wirklich: 

, . d lg (J am X — k cos am x) 
•k sm am X =s - — ^■*- 



ik cos am z = 



dx 

d lg (J am X + ik sin am x) 

^ di ~~ 



d lg (cos am X + 1 sm am x) 

ijamx = — — ^ :] -. 

dx 

Die Grössen unter dem logarithmischen Zeichen lassen sich aber 
folgendermassen ausdrücken: 

^ 2Kx ^ 2Kx 
ü am — k cos am 

7t n 

_ (l-^2Vq"cosx-f-q) (1 — 2|/qFco8x-i-qO (1— 2)/q^c06X-Hq^)... 
(l-f-2 1/q coBx+q) (l-f-2yq^cosx-f-q^) (l-f-2 l/q**cos x+q*) .. / 

. 2Kx .^ . 2Kx 
ä am h ik sin am 

n n 



_ (1 -2i/-~q8inx— q)(l— 2l/-q"'sinx~q»)(l— 2V^ q»sinx— q')... 
"" ( l4-2|/^8inx~q) (l4-2l/^ sin x— q3)(l-f.2)/ ^* sin x— q*)...' 



2Kx . . 2Kx 
cos am f- I sm am 

n n 



_ e8t*(l~qe~8") (l->q^e2t») (l~q' e-«^) . . . 
— (1— q eaix) (l_q3 e~2ix) (i_ q. e^ix) ... ' 

Eine der vorigen ganz ähnliche Bechnung führt dann zu folgen- 
den Formeln: 
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kK . 2Kx j/qsinx , J/q^sinSx l/q* sin 5x 

smam — -^- 



* •• • > 



27r TT 1 — q l--q* 1 — q' 

kK 2Kx 1/q cos X , )/q'cos3x )/q*C08 5x 

7j— cos am SS — h — ^ — -f- — H . . . , 

2n n 1-f-q 1-f-q' 1-f-q* 

K . 2Kx 1 q.C08 2x q^cos4x q^cosGx 

— u am I. S3 — -4- — - -4- — -4- -= -4- 

2n n 4:^ 1-f-q' 1+q* l-#-q* 

Was die Aasdrücke für die Grössen: 

J am X — k cos am x, 

J am X + i k sin am X , 

cos am X H- i sin am x 

anbetrifft, deren wir uns hier bedient haben, so beschränken wir uns 
darauf einen zu beweisen, da dieselbe Methode auch zu den andern 
fiihrt, und wollen wir dazu den letzten wählen, da die vorliergehenden 
sich in den Fundamenta finden, denn sie ergeben sich aus der 
Gleichung 5) Seite 86 daselbst, wenn man für den ersten x in 

rt — X, für den zweiten q in — q verwandelt. _ 
Zu dem Ende sei zunächst, wie auf Beite 16: 

ijrx 

^(x) = l~e^ . 
und der Ausdruck, von dem wir beweisen wollen, dass er gleich: 

cos am X -f- i sin am X 
sei, nimmt die Form an: 

^ (x-f-i K') ^ (— x-f-3iK0 ^ (x-f-öiK') ... ' 
Man sieht hieraus, daiss, wenn man Zähler und Nenner mit: 

Ä f> (— x^-iK*) ^ (x-f.3iK') ^(-3£-f-6iK') . . • 

multiplicirt, wo A eme Gonstante ist, man den Ausdruck auf eine 
Form bringt, wo 9 (x) den Nenner bildet. Setzen wir also: 

^(x) =r AeK ^»(— x-f-iK')^»(x-f-3iK')^'(— x-f-5iK')..., 

so ist offenbar: 

d>(x-f.2K) =s — <^(x), 
nnd ausserdem: 
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<P(x^4iK, = ^ (X) q. ^-f^'> = ^We-^'^-^'-'r 

Den beiden Qleidinngen: 

^(x-f-2 K) = — ^(x), 

^(x-f-4iK') « ^(x)c » 

wird aber durch ganze Funktionen in allgemeinster Weise genögt, 
wenn man nimmt: 

0{x) = C ür(x) -H c. a, (x), 

derart, dass man setzen kann: 

lirx 

c^^ ip (— xH-iKQ <p (x-f-3iK^) y> (— x+5iK') . . . 
f (x+iK') f (— x-f-5iK') ip (x-HÖiKO . . . 

CÄ(x)-f-C,H,(x) , .„ . 

=s zr7"T — ~^ ^^ ^ ^^^ am X + 1 B sm am x, 

wo A und B Constanten sind, die man durch einen besondem Fall 
bestimmt. Ist z. B. x*s= und x = K, so erhält man ohne Weiteres 
A =s 1, B SS ly wodurch unsere Formel bewiesen ist. — 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir noch bemerken, dass die all- 
gemeinste Art, den Gleichungen: 

(P(x-f-4K) == 0(x), 

(P(x-f-4iK')= <P(x)e ^ 

welche die vorstehenden in sich schliessen, durch ganze Funktionen 
Genüge zu leisten, gefunden wird, wenn man mit vier l^eliebigen 
GoDstanten setzt: 

0(x) = A*(x)-f-B^(x)-HCÖ, (x)-f.DJ3,(x). 

Dieser Ausdruck, von dem man mittelst der Beziehungen auf Seite 28 
von vom herein sieht, dass er eine Auflösung giebt, ist in der 
That der allgemeinste. Denn setzt man: 

(x) = ^ Bm e *K ^ 

oder vielmehr: 



07 
so führt die zweite der Bediogangen zu dem Ausdruek: 

8-01+4 ^ ftm> 

BO dass in dem Ausdrucke von (x) nur vier Constanten vor- 
kommen können. * 



n. Anordnung der vorstehenden Reihen nach Potenzen von q. 

Diese Entwickelungen sind unmittelbar durch das Vorstehende 
gegeben. So erhielt man z. B., ehe man die geometrischen Pro- 
gressionen summirte: 

kK . 2Kx 



sm am =s sm x 



Vq (1 •+• q •*- q' •+• • • •) 



H- sin 3 X Vq» (1 -4- q» -l-q« H- . . .) 

-f- sin 5x )/q^ (1 -h q» -f. q*» H- . . .) ^- . • • 

aar SJU X ^ ]/q2m+l 

-f- sio 3x ^ j/qS (2in+i) 
-^ sin 5x y ]/qg(8m+i) -f. , . . , 
oder anter der Form eiser Doppelsumme: 

1^ sin am ^ = V sin (2 /t -I- 1) yq(«/'+i) »■»+»). . 

Setzen wir also: 

(2jLt-f-l)(2m-f-l) = M, 
so stellt M alle ungraden Zahlen vor, und der Coefficient eines 
beliebfgen Gliedes l/qfi" in der Reihe wird die Summe aller Grössen 
8in(2/A-f- l)x sein, wo 2/A-f-l ein Faktor von M ist. Da aber 
jeder Faktor einer ungraden Zahl selbst ungrade ist, so kann man 
einfach schreiben , indem man unter /a einen Faktor von M versteht: 

kK . 2KX ^^^ -^-rr- V^ . 

^ sm am-jp = 2^ 1/^ 2L sm/. X. 

• « 

Auf ganz ähnliche Weise erhält man: 

^cosamH^f = ^ (_1) » VqM ]£ (-1) * co«;ax. 

Hermite» Theorie der elllptUchen FanktioneD. 7 
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Was J am X anbetrifft, so bezeichne man durch 

N = 2'' M 

eine beliebige ganze Zahl, wo 2^ die höchste darin als Faktor ent- 
haltene Potenz von 2 ist, so dass also M ungrade ist, man hat 
dann : 



K ^ 2Kx 1 



M— 1 __ /i-l 



~ = 4 + X ^-*^ * *»" 2 (-^^ * '"" ^'*' ^ *' 



WO fi wie vorhin jeden Faktor der ungraden Zahl M andeutet 
Höchst überraschend ist der zahlentheoretische Charakter dieser 
Ausdrücke : 



sm fA X, 



2 (-1) 



* cos jLtX, 

2 COS 2»'-*-i\/Ax; 



sie bieten ein Beispiel der numerischen Funktionen dar, 
welche den Gegenstand der schonen Liouville^schen Untersuchungen 
bilden, und die einfache Art, durch die man mittelst der Theorie 
der elliptischen Funktionen auf sie geräth, lässt leicht die Wichtig- 
keit, welche diese Theorie für die Untersuchung der Eigenschaften 
der Zahlen hat, ahnen. 



ni. Beweis der fandamentalen Differenzialgleiohiüigen. 

Bezeichnen wir mit m und m' alle ungraden positiven und nega- 
tiven Zahlen, durch n alle ganzen graden und ungraden Zahlen^ 
und setzen wir: 



TT — \f^ ^^^ ®"*^ 



-Vis! 



]/qm' e™'^* 



im 



^ '^ qn eSnix 



so hat man: 



q»» 
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ikK . 2Kx 



am am 

n 


n 


■■'"' 


u. 


kK 

cos am 

n 


2Kx 

n 


= 


V, 


— Jam 

n 


2Kx 

7t 


= 


w. 



Es entsprechen dann den Gleichungen: 

d sin am x 

^- =s cos am X J am x, 

d cos am x 

T- = — sin am X J am x, 

d J am X 



dx 



= — k» sin am x cos am x 



die folgenden: 



äx=2iVW, 

dV 

-T- = 2iüW, 
dx ' 

dW 

welche wir hier beweisen wollen. Zu dem Ende betrachten wir hier 
die Produkte: 

VW - V q ' e(m'-^«°)i^ 
^ (1-Hqm')(l^.q2») 

m + 2n 
q 2 ^(m-¥-2n)ix 



"''-Xfc: 



(l_qin)(l+q2n) 

m-t-in* 
q 2 Q(m+m') i x 



^(l-q■»)(l^-q■»')■ 
IUld bemerkt man, dass identisch ist: 

ni*-»-8n m' ■•- in 

q * ^ q ' / 1 q»" \ 

(H-q^OClH-q*") l_qin'+«n^l^.qni' l^.q2nj' 
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m -f- 2n in + 8n 



q « q 2 / 1 


qSn 


(1 — q™) (1-Hq2n) l-f-qm + 2n\l— q» 


l-|-q2n 


m+m' m + m' 


• 


q ' ^ q ' / 1 


qm' 


(l_qin) (l-f-q*"') l-f-qn> ■*- "»' \1— q" 


1-f.qm' 


und setzt man: 




ni + 2n = M, 




m'-f. 2n = MS 




m-f-m' = 2N, 





)■ 



derart, dass M und M' ungrade, N eine beliebige ganze Zahl ist; 
man kann dann schreiben: 

VW - V 15^^'^"/^J„ _ q^^-""^ >i 

,^ 1-Hq" \1— q°* 1-f.qM-m/' 

TTV -. V tf^f^J— - _q8N-^\ 
^^ — ^ H-q-^N \^1 — qm l + qSM-m/ 

du dV dW 
Vergleicht man diese Ausdrücke bezüglich mit — , -r— , -= — , 

so sieht man, dass, um unsere Differenzialgleichung zu beweisen, 
man zeigen niuss, dass folgende Beziehungen stattfinden, wo die 
Accente weggelassen sind: 

~ 2 ^Vl + qm "" l+qM-m ) » 

X/ 1 q2N-m \ 

Das Verfahren ist für alle drei Gleichungen dasselbe; wir be- 
trachten , um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben , die erste. 
• Unterscheiden wir aber von einander die positiven und negativen 
Werthe von m. Die ersten führen zu dem Ausdruck: 

X/ 1 qM-m \ 
\1 -f- q™ 1-f.qH-m J ' 



M 



M 



\ 
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welche wir, indem wir M uns als positiv vorstellen^ schreiben: 

Xqm— M • qm \ 

iH-q"^**^ "~ l-f-q«ny * 
da die identischen Beziehungen: 

1 =1 *"■" 



1-f.qm l-Hqm' 



1-l-qM-m l^_qni— M 

« ' ■ 

stattfinden, die letztern, indem man — ^m für m setzt, zu dem /ol- 
genden : 

'^-^ / 1 qM+m \ ^^^ / qm qM+m \ 

j^ \l-#-q-m *~ 1-i-qM+mj ^ ^^ \l-f.qm "" 1-f-qM+my 

derart, dass man für die ganze Summe hat: 



2: 



qm— M V^ qm-»-M 

l-f-qm-M "^ ^^ l^_qm7M • 



Von m SS 2 M + 1 an aber sind alle Glieder der ersten Summe 
durch die zweite mit umgekehrten Vorzeichen gegeben und ver- 
schwinden also. So hat man demnach eine endliche Reihe: 



m=3M— 1 

nm— M 



E 



l_|_qm-M • 
m = l 

Dieselbe trennen wir in zwei andere und schreiben das mittlere 
Glied ausserhalb des Summenzeichens; dies giebt: 

• m = M-2 . m=x2M~l 

Xqm-M 1 ^^-^ gto- M 

1+qm-M "+* 2 "*■ ^ r+^-M • 
m=l m = M+2 

\ qm— M 

Schreibt man aber^ sj statt:; „ , so wird die erste Summe : 

l*^qM- m 1-i-q™— " 



l+q» ^ l+q* ^ • • • ^ 1-f-qM-l * 

und indem man die Glieder derselben bezüglich zu denen der zweiten 
Beihe addirt, d. h. zu: 

«2 «4 nM—l 



l+q« "^ iH-q* -^ • • • "»" l4-qM~l' 
hat man die Einheit so oft, als die Anzahl der Glieder beträgt, 
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d. h. — ö — ßial» hierzu d9,8 mittlere Glied ^ addirt, erbält man 
endlich: 

1 M— 1 _ M 

2 ■*■ 2 ^2' 

und dies ist das vorhin angegebene Brgebniss« 

Nehmen wir endlich an, M sei negativ^ so bemerken wir, dass 
der von uns betrachtete Ausdruck mit M sein Zeichen wechselt, so 
dass man hat: 

X^ / 1 qM~m \ _ —/ 1 q-M-" \ 

-^\lH-q™ ~" iH-q"*-"^/ .^\l-*-q" "" 1-l-q-M-™/ 

In der That, setzt man im ersten Gliede m +M für m, so erhält 
man identisch das allgemeine Glied der rechtsstehenden Reihe. — 
Wir haben hier an einem wichtigen Beispiele gezeigt, in welcher 
Art die neuen Entwickeluogen ganz wie diejenigen, von denen wir 
bei Darstellung der Theorie ausgegangen sind, zu den Grundeigen- 
schaften der elliptischen Funktionen führen können. Jetzt wollen 
wir die Vergleichung zwischen beiden Arten von Ausdrücken unter 
einem allgemeineren Gesichtspunkte auffassen , indem wir eine be- 
liebige eindeutige doppelt periodische Funktion in eine einfache 
periodische Reihe entwickeln. 



IV« Entwickelnng einer doppelt periodischen Funktion 
in Sinns- nnd Cosinns -Reihen. 

Sei F (z) die betrachtete Funktion, a und b ihre Periodeli. 
Wir werden zunächst die Grenzen der Variablen aufsuchen, in 
welchen diese Funktion jedesmal durch eine bestimmte Sinus- und 
Cosinus-Reihe entwickelt wird, welche z. B. der Periode a ent- 
spricht. — Bemerken wir zu dem Ende, dass der Ausdruck: 

z = at H- bu, 

wo t und u reell sind, jede complexe Grösse vorstellen kann, und 
dass, um alle Werthe, welche F (z) annehmen kann, zu erhalten, 
es in Anbetracht der doppelten Periodicität hinreicht, t und u alle 
reellen Werthe zwischen Null und Eins zu geben. Diese Bemer- 
kung wenden wir auf die Wurzeln C der Gleichung „. . = an, 
wovon die Bestimmungen, welche wir im Auge haben, abhängen; 



103 

wir bezeichnen sie durch Ci , C, . • . Cb > indem wir sie derart ordnen, 
dass wir u von Null bis Eins wachsen lasseu y so dass C« dem 
Werthe von u = u« entspricht. Sei jetzt ug eine zwischen Ug und 
n«^i liegende Grösse *) , wobei die Grenzwerthe ausgeschlossen sind ; 
der Ausdruck: 

F (at-f-bws) 

wird dann für keinen reellen Werth von t unendlich werden und 
mithin sich folgendermassen entwickeln lassen: 

F (at -f- bws ) = ^ A^^ e^^i^^ , 

welche für jeden Werth dieser Variablen convergirt Ist also die 
Anzahl der Grössen Cs endh'ch und gleich ja , so werden die Reihen : 



E 
E 



Am c*°»*'^ , 



X 



A^^ e2n»i»rt 



in ihrer Gesammtheit die Funktion F (z) für z = at + bu dar- 
stellen, worin t ganz beliebig, u kleiner als 1 ist, wo aber die 

Grössen : 

at -H bUj, 

at -+• bUj, 



at -f- bu^ 



ausgeschlossen sind. Und wenn mau dieselben Reihen periodisch 
wiederholt, indem man u von Eins bis in 's Unendliche wachsen und 
von Null bis zum negativ Unendlichen abnehmen lässt , so wird man 
den ganzen Umfang der complexen Werthe des Arguments um- 
fassen und mit den angegebenen Ausnahmen eine vollständige Dar- 
stellung der Funktion gewonnen haben. Nachdem dies festgestellt 
ist, wollen wir die Grössen Am bestimmen. Zu dem Ende werden 
wir das Grundprinzip der Residuenrechuung anwenden, welches in 
der Gleichung besteht: 



*) Die Grösse v^ kann nicht allein als zwischen Ui und 0, sondern 
auch als zwischen und dem numerisch kleinsten negativen Werthe von 
u Hegend angenommen werden. y 
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f f (z)dz = 2i7tJ*) 



wo. das erste Glied das Integral einer eindeutigen Fnnktipu f (z) 
vorstellt, and zwar auf einem beliebigen geschlossenen Umfange ge- 
nommen , und J die Summe der Residuen von f (z) für alle Werthe 
der Veränderliehen, welche Punkten innerhalb dieses Umfanges 
entsprechen. 

Dieser Cauchj'sche Satz auf den Fall angewandt, wo der Um- 
fang ein Parallelogramm ist, dessen Eckpunkte den Grössen ent- 
sprechen : 

p, p-f-a, p-f-a-f-b, p + b, 

und dessen Seiten folgende Gleichungen haben, wo die Veränder- 
liche t von Null bis Eins wächst: 

z = p -f- at. 

z =s p -I- a -i- bt, 

z'= p -f- b -I- a (1 — t), 

z = p-Hb(l-t), 

giebt: 

» J ^ ^ (P-H**) dt -f- b P f {p-l-a-4-bt) dt 
— a J^^f[p-<-b-|-a(l— t)]dt— bj^^f[p^-b(l— t)]dt = 2i7rJ, 
oder einfacher: 

!a f/f(p-|-at)dt-f-b f ^f (p-l-aH-bt)dt 
- a J^f(p-l-b-f.at)dt— bj*f(p-|-bt)dt = 2ind. 

Im Uebrigen stellt nach der obigen Bezeichnung J die Summe 

der Residuen von f (z) für alle Wurzeln f der Gleichung rr-. = 

dar, welche durch die Formel: 

C = p -f- at + bu 

dargestellt werden können, wo t und u zwischen Null und Eins 
liegen. Die Gleichung 

F (at •+- ho,) = V a2^ e»°»i^t 
giebt: 



*) Vergleiche den Anhang. B. U* 



T^ 
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Am^ = f * P (at -f- bwj e~Ä'»i'ft dt, 
wir können also, die .Beziebung 1) anwenden, indem wir s.eizen: 

P == ^^ly 

, z- bi/, 
— 2mi;r — - — 
f(z) := P(z) e » . 

Man hat dann offenbar: 

f(z + a) = f(z), 

f (z-Hb) « f(z)q-2m, 

wo, wie an einer früheren Stelle, 

q = e • . 
ist. Das erste Glied der Gleichung 1) redacirt sich also auf : 

Was das zweite Glied, d. h. die Residuumsumme der Funktion 

z - br. 
— 2faiiÄ — -— ^ 
P (z) e » 

für 

ä* ** Cd C2 • ♦ • Cfi 

anbetri£Fi, so wollen wir der Einfachheit wegen annehmen, dass 
diese Grössen einfache Wurzeln der Gleichung ^ , . = seien; 

bezeichnet man dann durch R« die Grenze von e P (Cs + £) für 
e =s 0, so findet man unmittelbar: 

bvi / El S, lß\ 

. 2miÄ--- { _- — 2miÄ— -. — 2mi7i-- , „ — 2miff — ). 

J = e ft \R,e » -f-R^e a -!-...•+• R^^e a/ 

Und die gesuchte Entwickelimg der Punktion F (z) f ür z = at-f-bo^ 
hat also die Porm: 

[in l?f ^ V 



+K 



-2 



8m T^ * • • 



l_q-»m J' 
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Wir haben eine willkürliche Constante hinzugefügt und dafür 
in jeder Summe das Glied, welches m = entspricht, weggelassen. 

In der That kann für diesen Fall Aq nicht durch Gleichung: 

a a2^(1— q-»m) = 2i7rJ 
bestimmt werden, sie giebt eben nur J = 0, d. h.: 

K| -f- Rj -f- . . . -f- R^ ^ 0» 

Bevor wir jedoch weiter gehen, wollen wir eine Anwendung 
von der eben erhaltenen Formel machen , indem wir F (z) = sin am z 
setzen. Sei dann 

a ==r 4 K, 
b s= 2 i K S 



so hat man: 



C, = i K' + 2 K, 
R, = Um [e sin am (i K' -|- e)] := r . 

ttK' 

q = e « = l/q, 



und folglich: 



sm am z = 



m 
2kK 



m*^(.-iK'> 



m^(i-lK'-2K) 



Xe "^ ir-v e "^ 

1 — q-» ,^L 1 ~ q—™ 



const 



-2kK^ 



m 



ITtt 



■m 



'''i^:^[l-(-l)"'l + <'*>"^*' 



Man sieht, dass nur die ungradeu Werthe von m bestehen 
bleiben, so dass^ wenn man die Constante gleich Null setzt, man 
unmittelbar erhält: 



ikK 



2Kz 
sm am — 



Ä.Z __ ^1^ 

TT "" 2J 



gmiTTZ 



|/qm 



n n j^^ 1— q™* 

Hier steht also im zweiten Gliede die Reihe, welche wir mit U be- 
zeichnet haben (Seite 98). 

Kehren wir jetzt zu den allgemeinen Betrachtungen zurück, 
namentlich zu den Entwickelungen , welche für z := at + bo^ und 
z SS at + bc;, stattfinden. Im ersten Falle beziehen sich die Re- 
siduen auf die Werthe Ci » Ca • • • C;t » geht man auf das folgende 
Intervall über, das durch die Gleichung z = at -#- bw, gegeben ist> 
so erhält man die Reihe : C2 ^ C3 • . . C/t > Ci -f- b , und da die Re- 
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siduen von P (z) in Bezug auf f^ und Ci + b gleich sind, so geben 
diese beiden Entwickelnngen mit Hinzufügung der constanten Glieder : 



F (z) = £' P (at +, hu,) 



dt 



F (z) = f F (at + bt>,) 

wo 



dt 



2 in 
a 


ß. 


2' 


2m— (z 

B a^ 

1-q- 


am 




2ifr 
a 


K, 


X' 


171 

2m --(z- 

1-q- 


•2m 


-H 


2i7r 


B, 


2' 


in 
^2m ^ (.. 


-t,- 


-b) 


a 


l~q 


-Sm 




2i7r 
a 


K, 


X' 


in 
,2m , (z 

1-q- 


8m 


+ 



Wir haben also die Constanten Glieder zu vergleichen. Wir 
bedienen uns zu diesem Ende der schon benutzten Gleichung, in- 
dem wir darin die Periode b durch eine beliebige Grösse ß er- 
setzen, also: 

* Jo' ^ (P^"*"*) dt + y9j^'FCpH-aH-/?t)dt - a£'p(p+y9+at) dt 

- /?J^^F(p+/9tJdt = 2i7r4. 

Setzen wir p = hu, , p -f- /? e= by.^ , so giebt J nur ein ein- 
ziges Residuum von F (z), das nämlich , welches z = Ci entspricht, 
und man hat unmittelbar: 

£' F (at + bo.) dt - j^ F (at+ bo,) dt = ^ R.. 

Wir können also beide Entwickelungeu so darstellen, dass sie aus 
ganz denselben anal j tischen Elementen bestehen, so dass, wenn die 
erste ist: 

i^ ^ ^ . ^ 

2m- (z^ Kl) «._ , ^2m~-(z-y 



2in _ X^ e a "^ *' 2i;r 



'^ l — Q-Sm ^ a ^^ 1 — 



2m'-^(z t;.) 



2i7r ^^ e a ' 



a ^.^i-^ 1 — q- 



die andere sich nach Vereinigung der Glieder, welche R^ haben, so 
schreiben lässt: 
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2m-7(z.-t|-b) 



z^ 



I— 2m 



— 1 



2ifr 



R 



2i;r 



R 



a 



2m— (s5-- y 
in 

e a/ ''*' 



Hieraus lässt sich eine wichtigi^ Folgerung ziehen, die Das- 
jenige rechtfertigen wird, was oben über die Funktionen aweiter 
Giattung gesagt wurde. — Bemerken wir nämlich, dass die ver- 
schiedenen Summen, welche in R^, R, u. s. w. multiplicirt sind, 
allein aus der £ntwickelung: 



2 






l-q-am 

hervorgehen , wenn man darin z — Ci > z — C2 u. s. w. , im zweiten 
Falle aber z — C, — b u. s. w. für z setzt. Setzt man nun z — -5 
für z, so nimmt diese Entwickelung die Form an: 



X 



e 



^T- 



l-q-2m • 

Diese erinnert uns an einen schon bekannten analytischen Ausdruck. 
Sei nämlich a as 2 E, b =s 2 iK', folglich q ss q, s^o hat man: 



in- — 00 

0' (z) __ in ^ q-" e ^ _ 2n ^ c 



im 



i2m 



sm 



mnz 



man kann also für z = at + b{>^ setzen: 

P (z - .K ) _ C + R. g-(^^ H- K./g^_-c7) 






und für z s: at 



bw,: 



P(z-,K) = OH-R, [^(,_{;_2iK')-Kj. 



R. 



»'(2-0 



R, 



»'(z-:^) 



Jetzt zeigt sich die ganze Wichtigkeit der charakteristischen Eigen- 



\ 
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Schaft der Funktion zweiter Gattung in Bezug auf die doppelte 
Periodicität ; in der That gelten die Beziehungen: 

Z (X •+- 2 K) = Z (x) -4- 2 J, 
Z (x + 2iK0 = Z(x) + 2iJ' 

I 

den folgenden gleich: 

g^(x+2 K) _ 9' (x) 
Ö(x-h2K) "" WJx)' 

g^(x~2i K0 _ 0^ m 
^(x— 2tK') ■"• ^(x) ■*■ K* 

Hieraus folgt, dass .man auch durch Einführung d^ Transcendenten 
beide Entwickelungsformeln auf eine zurückführen kann, da die 

Grösse ^^y w — c%'rr,\ — ^ sich auf s-, jr-v reducirt. — Hieraus 

ff (z — Q^ — ^iJi'; K ^(2~Si) 

folgt eine analytische Beziehung, die für alle möglichen Werthe des 
Argumentes gilt, und deren sohliessliche Form man, indem man von 
F (z — ^iK') zu F (z) übergeht, auf folgende Weise erhält. Rufen 
wir uns zunächst die Formel in^s Gedächtnis»: 

--i^(2x+iK0 

^(x + iK') = iJ5r(x)e ^ 

woraus sich ergiebt, wenn man die logarithmi^cben Ableitungen 
beider Glieder nimmt: 



^'(x 



JKQ _ H^ _ m_ 
iKO "■ H(x) 2K* 



^(x 
Es folgt, wenn man z +iK' für z setzt: 

"" 2K ^^* "*" ^=* "*""•* "^ ^'*^' 
oder einfach, da die Residuensumme gleich Null ist: 

Endlich in dem Falle, wo C nicht mehr eine einfache Wurzel 

der Gleichung -^ ss ist, sondern eine Wurzel nter Ordnung, 

Jj (z) 

wo dann die Gleichung stattfindet: 

enF(C+e) = AH-Be + ...-|-Qe«»-«-l-Rfin-i + ... 
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wird das einzelne Glied R f^^^ =^ in der Formel durch die nach- 

stehende Summe ersetzt: 

^'(z-o drg-(z-C)i ^ (-i)n-HaBd°-8 r /r(z^c) -] 

( — l)°-iA d»-i V H'{z^Zy \ 
"*" 1,2 .. . n— 1 dzn-i IH {% — C) J ' 



V. IdoaTÜle'scher Satz. 

Wir begründen den Beweis desselben 2fai die yorstehende 
Formel, indem wir darin setzen: 



F U\ - *' W 



WO 0{z) eine eindeutige doppelt periodische Funktion ist, deren 
Perioden wie oben 2 K und 2iK' sein sollen. Die Wurzeln C s'i^d 
dann die Auflösungen der Gleichungen: 

Wir wollen die ersten mit C) die letzteren mit C bezeichnen, indem 
wir immer voraussetzen, dass sie durch die Formel: 

P'4-2KtHh2iK'u 

dargestellt werden^ wo t und u zwischen Null und Eins liegen. 

0' (z) 

Was die Residuen von a . . anbetrifft, so weiss man, dass die- 

(P (z) 

selben gleich +1 oder gleich — 1 sind, je nachdem sie sich auf 
die Grössen ^ oder C beziehen , und da ihre Summe gleich Null 
ist, so kommt man auf den bemerkenswerthen Schluss, dass die 
Grössen C ^^d C ^^ gleicher Anzahl vorhanden sind. Bezeichnen 
wir nun diese Anzahl mit n, so hat man: 

(P'(2) _ g'(z-C. ) g'(z-Q . B'jZ-Cn) 

■g'('-C'.) g'(z-r .) g'(z-c» ) 

Hieraus folgt, wenn man unter A eine beliebige Constante versteht: 
0(z) = AeC. g('-C.)g(»-C,)..-g(z-C,) 
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ein Ausdruck , der die Gröseeu 2 R und 2 i E' als Perioden haben 
muss. — Benutzt mau aber die Beziehungen: 

jy(x.+ 2K) =r —£^(x), 

H(x + 2iK') =^(x)e ^ 

und bezeichnet die Summe der Wurzeln C luH HCt die Summe der 
Wurzeln C oait 2'CS so findet man: 

^ (z -f- 2 K) = (P (z) e8KC, 

(P(z + 2iK0 = (PCz)e *^ ^ «^ % 

so dass sein muss: 

e2KC -- 1, 

e ^ K = 1, 

und diese Bedingungen geben, wenn man unter a und ß beliebige 
ganze Zahlen versteht: 

ÜC—^C = 2aK + 2y9iK'. 

Man beachte diese merkwürdige Beziehung zwischen den Wurzeln 
der Gleichungen: 

<!>{-) = 0, 3)^^=0, 

die von Liouville entdeckt worden ist. Was die ganzen Zahlen a 
und ß aubetrifil, die darin vorkommen, so fügen wir nur noch hinzu, 
dass sie sich unmittelbar auf die Funktion (z) selbst mittelst der 
folgenden Gleichung beziehen: 

So <P(p+2iK't)'**-Jo (P(pH-2Kt)'^**2Ä^ (aK + ß\K'). 
Hieraus ergeben sich nachstehende Folgerungen, Es ist: 
£r(z+2'C) = Ä (z+2'C' + 2a K + 2)SiK') 
und daher: 

was man auch schreiben kann: 
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Vertauscht man nun den Exponentialfaktor e^« = e ^ , welcher 
in der . Entwickelung von (z) vorkommt , mit diesem Quotienten 
zweier Funktionen H und setzt: 

(~l)«+y5q^'A = a, 
so ist: 

iHM- ' -g('-C.) g(^-0 ... ^(»+2 -0 
^W - (^ H{z - C.) H{z - f ,) . . . H(z H-itO • 

Man erkennt aber im Zähler und Nenner TOn <P(z) die Ausdrücke 
wieder ) welche wir schon angewandt haben, indem wir den Abel- 
schen Satz von der Addition der Argumente bewiesen. Ist z. B. die 
Anzahl der n ungrade , so ist der Ausdruck: 

derselbe, als der, welchen wir Seite 60 betrachtet haben und den 
man folgendermassen ausdrücken kann: 

wo F (x) und FjL (x) ganze Polynome vom Grade — x" ^uid ^ ■ 

bezeichnen und x gleich sin am z , cos am z oder J am z genommen 

werden kann. Ist n grade, so ist der Ausdruck derselbe, als der, 

welcher Seite 61 mit ^^ (x) bezeichnet wurde, und man bat dann, 

wenn man unter F (x) und f (x) ganze Polynome von x, bezüglich 

n n — 2 

von den Graden x und — 5— versteht: 

ffCz-O Hjz^Q > > . g (2+2*0 

^+i(z) 

d sin am z 

s= sin am z F (sin' am z) H ^ f (sin' am z). 

Man sieht also, dass ^(z) durch den Quotienten zweier Ausdrücke 
von der angegebenen Art bestimmt ist; gerade aber in der Reduction 
einer doppelt periodischen Funktion auf sin am z und seine Ab- 
leitung besteht die Aufgabe, mit der wir uns hier zu beschäftigen 
hatten. 
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Der Beweis, den wir so eben gegeben haben, beruht gänzlich 
auf dem allgemeinen Ansdnick einer dojppelt periodischen Funktion, 
den wir vorbin' gefianden hatten^, nämlich: 

Wir wollen noch einen Weg angeben, unmittelbar dazu zu ge- 
langen, indem man von der Gleichung ausgeht: 

• > 

aJ^^f(p+at)dtH-.bf ^f(p+ar+.bt)dt — af^f(p + b+at)dt 

— b J^f(pH-.bt)dt = 2ifrJ. 

Sei wie oben a ;=s 2 K, b ss 2i K' und setzen wir: 

so ergiebt sich aus der Definition der Funktion H(z): 

Ä(z+2K) "" ^^(zy 

* 

g^(z — 2iK0 _ ^ H'{z) KT 
Ä(z-2iK') fflzi'^K' 

und hieraus folgt: 

* 

f(z+2K) == f(z), 
f(z-f.2iK') = fz + gF(z), 

so dass die vorstehende Gleichung sich reducirt auf: 

V F (p + 2 Kt) dt = — J ; 

aber die verschiedenen Residuen, welche in J enthalten sind, be- 
ziehen sich einerseits auf z ?s Cu Ca • • • C/u und andererseits auf 
z s X. Die ersteren, wenn sie, wie wir annahmen, einfachen 
Wurzeln entsprechen, geben als Summe; 

Her mite, Theorie der eUiptisehen Fnnktiooeo. g 
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und das auf x ss x besugliciie Besidimiii« welches cme emfEtche 
Warzel ron H (x — %) as ist, wird offenbar — F (z) sein. Der 
hieraas sich ergebende Ansdruck für J giebt muntttelbar die Gleichung: 

, „ g'(x-C;.) 
"^"»•ä(x-C)- 



Wir fugen in Bezug anf diese Formel, die wir abgekfirzt 
schreiben : 

J'(x-C) 



P (x) = C -I- ^ R 



Ä(x^C)' 



noch eine Bemerkung hinzu. Wenn man das Additionstheorem für 
die Argumente der Funktion zweiter Gattung*) anwendet, findet man 
leicht die Beziehung: 

Ä'(x-C) H'ix) H\Z) ^ sin am X 
'^— ^ ^^ — cotamx Jamx ' 



i/(x— C)""jy(x)~/r(C) ^8inamCsinam(x-C)' 

Hieraus folgt, wenn man in den Ausdruck von F (x) einsetzt und 
die Gleichung: 

berücksichtigt, die neue Formel: 



p rx) = c - ^K ^^ + V ?^»^ — 

^ ^ H (C) Jm^ sin am Csin &m (x — i 



H'(C) ^ Rsinamx 

o 

oder: 

^ , ^ "V^ B sin am X 

F (x) =r COnst -f- > -;; ^ . ^ — 7 ^. 

^ ' j^ sm am C sin am (x — C) 

Dies ist ebenfalls eine fieduktion der doppelt periodischen 
Funktion auf sin am x und seine Ableitung. Aber die schnellere 



0'(x) 
*) In Z (x) kommt eigentlich die Grösse ^, . vor, statt ihrer kann 

II' (x) ' 1 H(s) 

man indess w, / \ setzen, vermitteist der Gleitfhong sin am xc;? ^^^ STl* 

welche, wenn man die logarithmischen Ableitungen beider Glieder nimmt, 

B'(m) : 0'(x) 
giebt: ^-7^ — ^p7^ «» cotg ain X A am X, ' » 



r 
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Methode, der wir hier gefolgt sind, -giebt nicht, wie die vorher- 
gehende, die wichtige und nnerläsBliche Beziehung: 

' ' • i'C— ^C* « 2 (aK-f-/?iK'). ' 

Diese neue Formel ergiebt sich übrigens unmittelbar allein aus der 
Bedingung: 

£B. = 0, 

wie wir gleich sehen werden. Betrachten wir nämlich die Funktion : 

^ ' sm am (z) sm am (x — z) 

deren Perioden 2 E und 2 i K' sind. Ihre Residuensumme umfasst 
einerseits diejenigen, welche sich auf die Wurzeln ^ ^^^ Gleichung: 

1 



F(x; 

beziehen, diese sind: 

R 



= 



X 



sin am f sin am (x— -f) ' 

und andererseits diejenigen Residuen, welche sich ans den beiden 
Gleichungen : 

sin am 2 =: 0, sin am (x— z) sss 
ergeben. Innerhalb der Perioden 2 K und 2 i K' hat man indess 

sin am x' 

P(x) 



nur die Wurzeln z as 0, z =b x, welchen die Residuen — 
entsprechen. Man hat folglich: 



sm am x 



R F(0) F(x) 



.^^ sin am C sin am (x — Q ^^^ ^^ ^ sin am x * 

und daher: 

X^ R sin am X 

F (x) = F (0) -f- > ■^. 7 ^,. 

^ -' ^ ^ j6m^ sm am g sm a™ (x — C) 

Auf ganz ähnliche Weise findet man für eine Funktion % (x), 
welche den Bedingungen genügt: 

e (x + 2 K) =» - e (x), 

»(x+2iK') =r »(x), 

den einfachen Ansdmck: 

8* 
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8 (X) s= V -. — 4- 

^ .^m^ Sin am (x 



worin nur die Wurzeln C vorkomme», die innerhalb 2 K and 2 iE' 
enthalten und durch die Formel: 

C » p + 2Kt + 2iK'u, 

wo t und u kleiner als Eins, gegeben sind. 

r 

Hiermit brechen wir ab, indem wir glauben, ziemlich yoU- 
ständig die elementaren Theile der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen erschöpft zu haben, welche der Lehre yon der Transformation 
vorausgehen. 



ANHANG. 
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A. Ueber FonkUoiieD ¥on eioer complexeo Variablen 
und fiber die IHehrdeutigkeit der lotegrale. 



I. Geometrische Bantellimg des Imaginären. 

In verschiedeDen Abschnitten dieses Buches, z. B. in D.H. und 
D.in. ist auf die Cauchy^sche Theorie des Imaginären und auf 
damit in Zusammenhang stehende Gegenstände, so in H.IV. auf 
die Residuenrechnung , Bezug genommen. Der Uebersetzer hält es 
daher für angemessen, diese wichtige Theone, die jetzt auch bei 
elementaren Betrachtungen unentbehrlich zu werden beginnt, mit 
kurzen Worten zu geben, um so mehr, als die Elementarbücher 
nur selten hierauf Rücksicht zu nehmen pflegen, — 

Denke man sich zunächst eine grs^e Linie, nach beiden Seiten 
in's Unendliche gehend, auf derselben einen beliebig angenommenen 
Punkt und eine Strecke, die man als Einheit betrachtet; sei 
ferner diejenige der beiden Richtungen festgestellt, die als positiv 
betrachtet werden soll, so kann man, von O beginnend, immer ein 
Stück OA, aber nur eins abmessen, welches einer beliebig ge- 
gebenen reellen Grösse z entspricht, und man kann sagen, dass 
jedem positiven oder negativen Werthe von z' ein Punkt A auf 
unserer Linie entspricht. — Ist aber z ^ x + ji eine complexe 
Zahl, 80 hört diese Veranschaulichung auf; geht man indess, statt 
von einer Linie, nach Gausses und Cauchy's Vorgänge von einer 
Ebene aus, so kann man auch hier geometrische Betrachtungen 
anwenden. Man nimmt nämlich auf dieser unendlich gedachten 
Ebene zwei auf einander rechtwinkelige Axen beliebig an, bestimmt 
wie eben eine beUebige Strecke als Einheit, so wie die positive 
Richtung der Ordinaten und Abscissen; es können dann die beiden 
reellen Grössen x und y immer als Abscisse und Ordinate eines 
Punktes A in der Ebene betrachtet werden, und es wird somit jedem 
Werthe von z ss x -f- y i ein solcher Punkt, und zwar nur einer 
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in der Ebene , entsprechen. Aus diesem Grande kann man auch 
sagen, der Punkt A habe den Werth z + ji) wo unter dem reellen 
und imaginären Theil bezüglich immer Ordinate und Abscisse Fern- 
standen sind. Alle Punkte auf der Abscissenaze haben dann reelle, 
alle auf der Ordinatenaxe rein imaginäre Werthe. Den Ausdruck 
z SS X + J i kann man noch auf eine andere Art geometrisch be- 
stimmen als durch Ordinate und Abscisse. Setzt man nämlich: 

X 3SS r cos ^, z aee r em f», • ^ 

d. h. fuhrt man Pplareoprdin^tei) ^in, äo ist; 

z = ref». 

Der Modul von z stellt also die Entfernung des entsprechenden 
Punktes A vom Anfangspunkte der Cpardinaten, der Winkel ^ die 
Lage dieser Entfernung zur Abscissenaxe dar. Es ist ferner klar, 
dass man von einem Werth von z: a, zu einem andern b auf un- 
endlich viel Weisen in continuirlicher Art übergehen kann, dass 
aber nur ein Weg eine grade Linie bildet. Sind a und b reell, so 
ist diese grade Linie die Abscissenaxe, und dieser Weg ist der ein- 
zige, auf welchem während des ganzen Ueberganges von a zu b 
die Grösse z reell bleibt. 



n. Ueber Fanktioiien von einer complexen Tariablen. 

Sei: 

z SÄ x + y i 
und 

u =s f (z) =: p H-. qi. 

Damit die Funktion von z u vollständig de£nirt sei, muss zu jedem 
complexen Werthe von z, d. h. also zu jedem Punkte, der unend- 
lichen Ebene, ein bestimmter, nach ii^end eiaeqi Gesetze sich er- 
gebender complexer Werth von u gehören* Sollte dies Gesßtz also 
derart sein, dass für jedes z sich zwei oder mehrere Werthe von u 
daraus ergeben , so muss in jedem Falle derjenige der Werthe , der 
zu nehmen ist, näher bestimmt werden. Wir unterscheiden demnach 

eindeutige und mehrdeutige Funktionen; V^z ist z.B. eine mehr- 
deutige Funktion, da zu jedem z n Werthe der Wurzelgrösse ge« 
hören, während az-f-b eine eindeutige Funktion ist. u es f (z) wird, 
sich im Allgemeinen mit z zugleich continuirKch ändern , nur in ein- 
zelnen Punkten kann hiervon eine Ausnahme stattfinden, insofern a 
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daselbst unendlicli oder discpntinuirlicb wird*); dergleichen Punkte 
werden wir als Discoutinuitäts- Punkte der Funktion u bezeichnen. 
Die Art und Weise, wo sich u mit z ändert, wird durch die Ab- 
leitung -r- angegeben. In Bezug auf dieselbe ist hier jedoch eine 
wichtige Bemerkung zu machen. Bekanntlich ist: 

_ = 1„„ ._ 

für verschwindendes a. Denken wir uns zunächst diese verschwin- 
dende Gfrösse a reell, so ist, wie die Anfangsgründe der Differenziäl- 
rechnung ergeben, die bezeichnete Grenze eine im Allgemeinen von 
a unabhängige neue Funktion von z, und nur für einzelne Punkte 
des Raumes kann diese Grösse von a abhängig und somit discon- 
tinuirlich werden. Gleiches findet statt, wenn man statt des reellen 
a eine rein imaginäre verschwindende Grösse ß'i setzt. Indess folgt 
nicht aus dem Begriffe der Funktion, dass die Ausdrücke: 

f(z-h«)-^f(g) f(z4>)gi) — f(z) 

sich auch derselben Oreaze nähemi Setzen wir demgemass: 

<la\„ Hm f(^+^«) -!('=) 



/du 
\dz 



und 

-s, hm -^^^^ -, 

WO der Zuwachs also complex ist, es ist dann offenbar auch: 
^u ,. f(z+a+y5i) — f(z+a)-+-f(z+a)— f(z) 

5— a= lim --gp; 



a-hßi 
oder wegen des verschwindend klemen a: 

du ß}(^\ 
8vi dz a \dz ) 



» 1 1 1 1 



*) Die Frage, ob und wann Discontiunitäten Ton u längs ganzer 
Linien stattfinden, 8<41: hier anerwogen bleiben. 
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ß 
mithin wäre die Ableitung von dem Quotienten - des reellen und 

imaginären Tbeiles des Zuwachses, abo von einer im Allgemeinen 
endlichen Grösse abhängig. Diese Abhängigkeit wird niu: dann 
vermieden, wenn die Beschaffenheit der Funktion u es bedingt, dass 



du /du 

dz ^dz 



du\ 



ist; es wird dann nämlich sich unmittelbar ergeben: 

^u dii 
Si "* dl* 

dann ist also der Diffcrcnzialquotient ganz unabhängig von der Be- 
schaffenheit des Zuwachses a + y^i, derselbe möge reell, rein ima- 
ginär oder complex sein. Funktionen, welche diese Eigenschaft für 
jeden Werth von z haben, nennt Cauchy monogen. 

In den Elementen der Analysis wird dargethan, dass alle alge- 
braischen Funktionen, so wie die Exponentialgrössen , Logarithmen 
und trigonometrischen Funktionen in der That monogen sind, und 
es zeigt sich leicht, dass alle Combinationen solcher Grössen, so 
wie die mittelst der Integralrechnung aus ihnen entstehenden Funk- 
tionen diese EigenBchaft beibehalteD. Da wir es hier nun aus- 
schliesslich mit solchen Funktionen zu thnn haben, so nehmen wir 
für die in dem Folgenden zu betrachtenden Grössen ohne Weiteres 
an, dass dieselben monogen sind, also die Bedingongsgleichung 



(: 



£) = % «'^«°- 



nL Eindeatige und mehrdeutige FunktioneiL 



Ist die Funktion u ss f (z) eindeutig, un.d lässt man z von 
irgend einem Punkte a der Ebene zu einem andern b fortschreiten, 
so* wird, welchen Weg man auch verfolge, die Funktion von dem 
Werthe f (a) ;5U dem Werthe f (b) übergehen, und ist dieser letz- 
tere immer derselbe, also von dem Wege ganz unabhängig, da ja 
wegen der Emdeutigkeit von u in Punkt b die Funktion nur den 
einen Werth f (b) annehmen kann. 

Sei nun aber die Funktion u mehrdeutig; nehmen wir z. B. an, 
sie könnte für einen beliebigen Pubkt z die Werthe f^ (z) und f, (z) 
annehmen; es ist dann möglich, dass, wenn man auf zwei verschie- 
denen Wegen von a zu b übergeht, indem man mit demselben 
Werth von u für a, also z. B. mit f^ (a) beginnt, man schliesslich 
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saf dem eben Wege den Werth f, (b), aaf dem andern aber f, (b) 
eibält. Um dies an einem Beispiel klar au machen, wollen wir die 
Funktion g ^ [/z betrachten, welche.für jeden Punkt zwei einander 
numerisch gleiche, aber entgegengesetzte Wertlie hat. 

Beginnen wir mit einem Punkte der Absciasenaxe , der den 
reellen Werth a hat, mit dem poEitirea Werthe tob V» nn** gehen 
auf zwd Wegen zu Pankt b = ~ a Über. Diese beiden Wege 
sollen die vom Anfangspunkte de« Co- 
ordinaten mit HalbmesBec a gezogenen 
Halbkreise acb und adb sein. Führen 
wir Polarcoordinaten ein , ho ist r = a, 
n = + Vaef, der Winkel p de» Ka- 
dius mit der Abscissenaxe ist für Halb- 
kreis acb posittT, für adb negativ zu 
nehmen, fiir b wird also im ersten 
Falle p = -I- ff, im letztem ^ = — n, 
und man erfafilt auf dem ersten Wege 
für b = — a: 

u = J/^^ = i (/a, 
auf dem letztern: 

u = Va"i=^=-i»/r, 
ao dass man in der That anf beiden Wegen die beiden einander 
entgegengesetzten Werthe von n erhalten hat. Wir gehen jetzt auf 
die Umstände ein, unter welchen solch ein Wechsel der Werthe 
eintreten kann. Es sind hiertiei diejenigen Punkte derselben in''s 
Auge zu fassen, für welche zwei oder mehrere Werthe von n, also 
f, (z) und fj(z) einander gleich werden; dergleichen Punkte nennen 
wir „kritiBche Punkte." 

Für R ^ }/i z. B. ist der Anfangspunkt der Goordiqaten ein 
kritisch er Pu nkt, da für denselben 1=0, +1^0 = — Vd ist; für 
u = yß-t-z ist z = — ;3 ein solcher, Untersuchen wir jetzt die 
Fusktion u = f (z), welche mehrdeutig ist, also z. B. die Werthe 
f, (s) und f, (z) annehmen kann, für zwei Wege acb und adb, die 
gemeinsame Endpunkte a nnd b haben (Fig. II.); nehmen wir zu- 
nächst an, diese Wege wichen nur unendlich wenig von einander 
ab, auf dem ganzen Umfange acbd und innerhalb desselben sei 
f(z) contiuuirlich und es fände sich daselbst kein kritischer Punkt, 
so dasB also für jeden Punkt auf diesem Umfange und innerhalb 
desselben die beiden Werthe f, (z) und f, (z) um eine endliche 
Orösse von einander TOrschieden sind. Fängt man in a mit u i= f, (a) 
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Fig. n. an und verfolgt den Weg aeb, so 

wird aicb a coDtinnirlioh sadem und 
iii jedem Pankle des Wegei, s. B. 
e oder b, mit einem der beides 
Werthe von f(E} anlangen, den wir 
ftU f, (c], f, (b) bezeiehDen wolleo. 
Verfolgt nuu) . nun mit demselben 
4/kfaugi werthe Weg adb, so wird, 
da die FanktiOB hier conCinuirlich 
ist, in keinem Paukte dieselbe einen 
Werth annehmen können , der von 
dem einea benachbarten Punktet 
des Weges acb nm eine endlidie 
QrÖBse Terschfeden ist. Ist also d unendlich nahe dem Punkte c, 
so wird a hier den Werth f, (d), nicht f, (d) annehmen, da der 
letztere Werth am eine endliche GrÖsne von f, (d), also auch tod 
fj (c) abweicht; datselbe gilt von Jedem Punkte der Linie adb, es 
wird also auf diesem Wege die Funktion denselben Werth erhalten, 
als auf dem ersten. Man siebt niui, dass man den Baum von acb 
bis aeb in unendlich kleine Räume theilen kann, deren Grenzlinien 
ac,b u. E. w. alle durch a und b gehen. Auf allen diesen Wegen, 
schliesslich also anf Weg aeb wird f (b) denselben Werth erhalten, 
wenn man ron a mit einem bestimmten Werthe auegeht, falls sich 
in und auf dem Dmfange adbe kein krilischeT oder DiBcoDtinuitäts- 
punkt befindet; Aehnliches gilt für die Strecke afb, welche auf 
eben die Weise durch continuirliche Uebergänge ad,b u. s. w. ans 
adb entsteht. Damit also auf zwei beliebigen Wegen aeb und afb 
in b die Funktion denselben Werth erhält, vorausgesetzt, dass man 
in a von demselben Werthe ausgegangen igt, reicht es hin, dass 
innerhalb und auf aebf kein kritischer oder Discontinuitätspnnkt 
liege, wie auch dieser Umfang beschaffen sei. Was die Discon- 
tinuifätspunkte anbetrifft, so kommen hier diejenigen nicht in Be- 
tracht, wo n^. f(z) unendlich ist und nicht fHr einen unendlich 
kleinen Zuwachs von z in's EndKehe überspringt, wo also die Dis- 
continniföt darin besteht, dass u =e f (z) positir, u = f(E--f-f) 

negativ unendlich ist, wie z. B. tg z für z ^ ^. Denn auf solches 
betrachtet man die Funktion v ^ 7-,-^ , welche daselbst Null wird, 

1^0 continuirlicb bleibt. Es kann also auoh selbst dann anf den 
Wegen aeb und afb die Funktion f, (z) nicht In f, (z) übergehen, 
wenn in oder auf dem Umfange f(E) unendlich werden sollte. 
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Solclie Discontiiniitlltspankte wollen wir als von erster Klasse be- 

zdchnen. Finden dagegen Diseontinnitäten statt, wo f (z) von einem 

endlichen Werthe zu einem andern, oder ron einem unendlichen zu 

einem endlichen Werthe überspringt, so könnte ein solcher Wechsel 

stattfinden. Wir bezeichnen solche Discontinuitätspnnkte als von 

zweiter Klasse« Ein Beispiel eines Discontiüuitätspunktes zweiter 

1 

Klasse bietet z. B. die eindeutige Funktion a -H (b ^a) e— **"** 
dar, welche für x ss^ a -h v den Werth, a, für x = a — v den 
Werth b annimmt, wo v eine positive unendlich kleine Grösse ist. 
Mögen nun zwischen ad^b und adb sich ein oder mehrere kritische 
Punkte befinden, also z, B. in g f|(g)^f2(s) werden, so sieht 
man ein, dass in den benachbarten Punkten d und d^ die Funktionen 
f^(d) und f2(d^) nur unendlich wenig von einander abweichen, also 
ein Uebergang eintreten kann; es ist also möglich, dass auf Weg 
adb die Funktion in b mit Werth f^Cb) anlangt, während sie attf 
Weg ad^b mit f^Cb) angekommen ist. Ist dies der Fall und be- 
finden sich dann innerhalb und auf aefb keine kritischen Punkte, 
mehr, so sieht man nach dem Vorigen, dass auch auf den Wegen 
aeb 9nd afb die Funktion in b mit verschiedenen Werthen an- 
langt« Gleiciies gilt von den Discontinuitätspunkten zweiter Klasse. 
Diejenigen kritischen Punkte, welche etwa auf dem Umfange liegen, 
kommen nicht weiter in Betracht, da man in diesem Falle einen 
unendlich nahen , von solchen Punkten freien Umfang betrachten 
kann, und wir haben daher folgenden Satz: 

„Geht man von a mit dem.Anfangswerth u ss f^ (a) auf zwei 
Wegen nach b , so können nur dann für b sich verschiedene Werthe 
von f'(z) ergeben, wenn innerhalb des von beiden Wegen begrenzten 
Raumes sich kritische oder Discontinuitätspnnkte zweiter Klasse 
finden« Selbstverständlich aber ist durch das Vorhandensein solcher 
Punkte ein solcher Wechsel nur möglich , nicht geboten.'* 

Wir sehen also, dass in Bäumen, wo dergleichen Punkte sich 
nicht befinden, die Funktion n xa: f(z) in der That eindeutig ist» 
und die Mehrdeutigkeit derselben nur von gewissen einzelnen Punkten 
herrührt; es wird also im Folgenden von Räumen, in welchen ge- 
gebene Funktionen eindeutig sind, die Rede sein können. — 

Setzen wir Jetzt voraus, dass die Wege aeb und äfb in der 
That in b zwei verschiedene Werthe von f (b) ergeben, und be- 
schrieben den ganzen Umfang in Richtung beafb, von u »= f^(b) 
ausgehend; man wird dann auf dem Wege bea in a mit ueaff (a) 
anlangen, da der Weg aeb von fj (a) zu f ^ (b) führte, auf Weg 
afb gelfmgt man dagegen ^ wie oben gesehen, von f^(a) zu fjCb); 



indem man also den Umfkng beafb, in dem Bjcb kritiscbe Punkte 
befinden, boscbreibt, gelangt die Funktion mit einem andern Werllie 
als dem nripriingliclien m ihrem Anfangspiinkte ZDTÜck, was nu- 
möglicb ist, nenn dergleichen Pnnkte (oder DUeontimiitätspnnkt« 
punkte zweiter Klüse) in dem amBchriebenen Baame nicht Tor- 
faanden sind. 

AHB diesem Umkreisen von Räumen, welche kritische Pankte 

entbaiten, kann man die Mehrdeu tigkeit der Funktionen entstanden 

denken. Sei a. B. u = J/l + z. In dieser Fnnktion ergiebt eich 

für E c= — 1 ein kritischer Punkt, sei A derselbe, aleo OA^ — 1; 

Fig. III. beschreiben wir um A einen Kreis 

mit Radius A c ^ m, so ist in 

jedem Punkte der Peripherie 

z = — 1 + m eS'"', wo p von 
bis 2n fortschreitet, während der 
ganze Kreis cdeac znriickgelegt 
wird. Also dem Punkte c ent- 
sprechen die Werthe je = und 
^ =: 2 ff, dieselben in a ^ Vl+z 
eingesetzt, geben bezüglich u = J^m and u = j/me*^ = e"^ Vm 
^ — Vta, fangt man also in c, während man den Kreis zurilck- 
legt, mit dem pOBitiven Wurzelwerth an, so kommt man, nachdem 
der Kreis beschrieben ist, mit dem negativen Wiwzelwerth wieder 
nach e zurück. Bei einem nochmaligen Umkreisen wird der positive 
Werth wieder hergestellt. Es ist klar, dase z. B. die Funktion 
V(l+2) erst nach nmaligem Umkreisen des kritischen Punktes 
anf itiren Anfangswerth zurückkommt. 

Betrachten wir ferner die Fosktüm u^lg{l-i-t). Da die- 
selbe für z = — 1 unendlich wird, so betrachten wir v = ; — rs ;, 

lg {l+z) 

welche f ür E => -,- 1 Mall wird, ond es ist klar, dass der unendlich 

vieldeutige Ausdruck ,— , , . , -7^ — ; für diesen Pankt lauter gleiche 
JgtH"Zj-^*sfli 

Werthe, nämlich Null annimmt^ es M also c is — 1 ein kritischer 

Punkt Beachreiben wir wie oben den Kreis mit Mittelpunkt A und 

Kadins m, so ist n » lg (ItHz) a ig (me)''), also für c zu Anfang 

nnd nach Zarücklegung des Kreises bezüglich n ^ Ig m nad 

a ^ lg (m) + 2ni, nach jedesmaligem Umkreisen des Pnnklea A 

wird dieser Ausdruck, nm 2 «t vermdirt, nimmt man die Bjobtung 

des Umkreisens entgegengesetzt, so erhlUt Ssi das Mintisi eichen. 
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So CDtatdiei] alle Werthe vod [g(l+E). -*- Diea. sind die Elemente 
der Theorie der Mehrdeutigkeit monogener Fanktionen. Weiteres 
darüber, namentlich üher die Art, wie in den verscfaiedenen Fällen 
die rertcbiedenen Werthe einer mehrdeotigen Gröase einander er- 
setzen, besonderB in Besng auf die Wnizeln algebraischer Gleichungen, 
enthält die auch im Bnche citirte Abhandlang von Paiteiu. 



ly. Vehrdentigkait der Integnle. 

Die Definition eines bcBtiinniteD Integrals ist dnrcfa die Formel: 

gegeben, für den FnJl, wo n, welche Zi^l die Aniriil der Elemente 
Zf andeutet, unendlich wird. Diese Elemente Ep und den Be- 
dingungen unterworfen, dass Jedes aus dem Yorbergdienden auf 
continnirliche Weise enUtelit, dass a das erste und b das letale ist; 
dass fermer fiir auf dnauder folgende Werthe von Sp sich auch f (Ep) 
nur continuirlich ändert; <üese letztere wichtige Bedingung findet 
dunm statt, weil bei disconlinuirlicher Aendemng die bekannten 
Gesetze des Differenzüreus und lutegiirenH nicht mehr richtig sind. 
Es folgt hieraus, dass das Integral I f (s) dztiber jede Linie sieb 
erstrecken kann, deren Endpunkte a und b sind; es giebt daher 
unendlich viel solcher Integrale nud alle diese würden verschiedene 
Werthe haben, wenn nicht die MonogenitSt der Pnnktion f (z) hier 
Beschränkungen eintreten Uesse, von denen sogleich die Bede 
sein wird. 

Sind a und b reell, so kann man das Integral auf der Ab- 
sciseenaxe nehmen , falls zwischen a und b kein DisoontiDuitäts- 
pnnkt stattfindet, und dies ist die in den Elementen gewöhnliche 
Art der Bestimmuug derlntegr^e. Yig. IV. 

Findet aber ein solcher Disconti- j 
nmtätspunkt z. B. in c statt, so I 
kann er mittelst eines beliebig I 
klein zu denkenden Bogens d e f I 
umgangen, werden, es ist dann I 
du Integral auf den Weg adefb I 
auszudehnen , und für diesen Bogen 

wird das Element imaginfir. Dies erklärt es, dass lategrale zwischen 
reellen Grenteh selbst dann noch condnnirlicbe Berthe ergeben, 
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weno swisdien diesen Grenseii das Efemeot onendiieli gras» ^rird. 
So ist: 

^dx 



J'^dx 



Ist a SS — b, so erhalt man: 

"»dx 



/■»•»dx 



obgleich for x ass Q, also swisehen — b und -Hb IKscontiiiiiitat 
stattfindet; man mnss sich Dämlich den Anfangsponkt der Goordi- 
naten doreh etvra einen Halbkrm, der .denselben xbbi Ifitte^imkt 
hat, nmgangen denken , wo dann keine Discimtinnität stattfindet. 
Diese Bemerknng ist als eiDe notfaweBdjge Eigananng der Elemente 
der Integralrechnong zu betrachten und zum yoüstiuid^en Ver- 
standniss derselben erforderlich. — Ist b ^^ a, so ist das Integral 
anf einer geschlosseneo , im Uebf^en aber beliebigen Unie ge- 
nommen, als a. B. auf einem Kreise oder auf dem Umfange enies 
Rechtecks n. s. w. Uebrigens folgt ans den Elementen, dass ein 
Integral anf einem beliebigen W^e Ton a nach b gencMumen, den 
entgegengesetsten Werth hat, als das anf demselben Wege Ton b 
nach a genommene Integral, falls man nnr im letsten Faüe nnt dem 
Warthe Ton f (b) b^iinnt, mit dem man im ent&a anfborte. 

Was nun den Wechsel der Werthe ein^a .bestimmten Integrals 
anbetrifii, so gilt folgender Hauptsatz für alle monogenen Funktionen : 

Erstreckt .man ein bestinnntes Integral in den Grenzen a und 
b anf zwei durch a und b gehende Linien, auf denen und zwischen 
denen die Funktion eindeutig ist und sich kein Disconfinuitatspunkt 
befindet, so sind beide bestimmte Integrale gleich. 

Wir beweisen diesen Satz zunächst fSr zwei einander unendlich 

nahe Linien acb und adb. Sd I f(a)dz das anf die erste linie 

bezogeiie Integral, so kann, da ron dem auf adb hezogenen jedes 
Element z und f (z) sieh .nur unendlich wenig ron den entsprechen- 
den Elementen eines Punktes der Lime acb unterschddet, das 
letztere Integral gleich 

gesetzt werden, wo das Variationszeichen 8 den üebergang der 
Linie acb zur Linie adb darstellt. Nach den ' Gesetzen der Ya- 
riationBrecfanuDg ist aber 

8^^ f (z) dz = J^**{f(z) d^z 4-5fzdz], 



Han hat »ber: 

J"/ t(B)dSc = f (b) ab — f(a) 5a — f "■ d f (n) Ss. 
Da an den Grenzen t. nnd b beide Wege mRammentreffen, ist aber 

äh = Sb. = 
und daher: 

dVtCz) df -r f^fÄf (z)dz — df(t)*z). 
Da f(E) eine monogene Fnuktiou, folglich 
Äf(z) ^ df(z) 

irt, welches anoh die Beschaffe nheit des ZuwHchseB sei, oo ist dieser 
AoBdrack gleich Ntül and folglich der Werth von 1 f (z) dz ffir 
beide Werthe gleich. Was hier für zirei unendlich nahe Integra- 
tionawege bewiesen wurde, gilt für beliebige, da von jedem zu 
einem nächsten und eo bis zu einem beliebigeu übergegangen werden 
kann, nnd die Variation verschwindet, falls eich innerhalb des 
gaazeB durchmessenen Bamnei kein DiscontisDitätBpnnkt befindet 
Dieser Satz ist identisch mit dem folgenden. 
Satz I. „Befindet sich innerhalb eines geschlossenen Umfange 
OABCO (Fig. V.) nnd auf demselben kein kritischer oder Dincon- 
tintiitätspnnkt, so ist das über diesen Umfang erstreckte Integral 
gleich Null." 

In der That sind die Integrale für die Wege OAB und OCB 
gleich; setzt man für das letztere das auf Weg BCO bezogene 
Integral mit amgei(ehrtem Vorzeichen, so ist die Summe der auf 
OAB und BCO, d. h. auf OABCO bezogenen Integrale in der 
That Null. — Ans unserem Fip, V. 

Satz ergiebt sich aber noch 
der folgende allgemeinere. 

Satz II. „Betrachten wir 
einen von mehreren geschlosse- 
nen Linien begrenzten Baam, 
z. B. den zwischen OABCO, 
gdefg, hktmh, npsrn liegen- 
den, nnd sei innerhalb dieses 
mehrfach begrenzten Uaumes, 
wo jedenfalls eine (die AitsEcre) 
Begieuzung die übrigen ein- 

Hirmlte. TheoHe der «IJlpIliclitii Pnoktion«!. £) 
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(«hlie^sen wird, die Fnnknou ftelc eindeutig and contiiimTlicb. ro 
ist <la< auf die äiuser« Begrenzong bezogene iDlegra) pkirk d^ 
Samme der auf die idnem R^giii.zuagea beni-geceu. vena alle Be-, 
pFMiznngeo io derselben BichtODg tnrück^legt werden.*' 

Ei iit nämlich daj über GAB ersDeckte loie^rsl gleich d^ 
überOgdehklüpzB erftreckten. da beide Begrentangen keioenlKs- 
contitinität^puiikl eiu^chüessjfn : ebenso i«l das über BCO O'sbvekte 
Imegral gleich dem über BzrnlmhefgO er^trecktoi. »l*a da* gaaxe 
aber OABCO er^treckle dem über Ogdehk^DpzBirnlmhefgO 
erslrei-kleo gleich; Tom letztem aber heben «ich, da die Fmiktioa 
in dem betrachteten ßanine eindeqtig i^l. die entgegengeseizlen 
Slredien: Og, gO — eh, he — In, nl — iB, Bi we^, imd es 
bleiben die lute^ale über gdef, hklm, npir älKig. 

Ist eine FnoktioD innerhalb eines irgend wie begrenzten Banme» 
eindeutig, aber rncLt conitnniilich , so findet der letztere Sata noch 
immer »latt, wenn man die DiscoDtiniiitätfkpnskte als Hitletpankte 
unendlich kleiner Kreise betrachtet and die Peripherien der letzteren 
in die inDcren Begrenzungen mit anfuimmt, denn in den übrigen 
Bünmtu ist dann die Fanktion eoDlinuirlich. — Ist der Ramn , Im 
weichem die Funkiion eindeutig and continnirlich ist, der von zwei 
geschloseenen L'mfänacn begrenzte Bing, so ist das Integrsl anf 
die eine Grenzcnn'e ausgedehnt , dem anf die andere aosgedebaten 

T. Entwickelniig da Fiiiiktii»a& in Bähen. 

Der Satz II. gicbt unter Auderem das mr Entwickdiing der . 
Fnnktionen in Beihen nach positireD und negativen Potenzen der 
Variablen , eo wie nach Vielfachen der Sinns nnd Coeinita Nöthige. 
Denken irä ans nmiehst zwei 
um den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten bezüglich mit den Badien 
R and r gesogene Krdse , wo 
R |> r ist, und nehmen wir an, 
dasB anf deren Peripherien inner- 
halb des dnrch beide gebiMeten 
Ringes die Fonktion f (z) eindeutig 
tind continnirlich sei; ist dann 
a =1 a ein im Binge bcfindUcfaev 
Punkt, BO wird auch die Funktion 

i ■ ■ innerhalb diese« Ringes, 



.^_J 
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jedoch mit AuBnafame des Punktes z = a, für welchen sie unendlich 
gross ist) eindeutig und cöntinuirlich sein, Umgiebt man also a mit 
einem unendlich, kleinen Kreise, dessen Radius p ist, so wird das 

f (z) 
auf den Kreis mit Radius R bezogene Integral von — ^ gleich dem 

auf die beiden Kreise mit Radien r und p bezogenen Integrale des- 
selben Ausdrucks sein. Es ist nun für den ersten Kreis z = Re?'^, 
für den zweiten z ssre?"*, für den dritten z = a -+- ^es^* zu setzen, 
also : 

. /»2'rf(Refi)Re<pid^ _ . j»2n-f^'ref*) re^> d^ 
' • Jo ReiP* — a ~ * Jo ref'» — a 

/»27r 

-♦- i J f (a+iOefOd^. 

Beschäftigen wir uns zunächst mit dem letzten Integral. Es ist: 

f (a -#- joev'i) == f (a) -H F (^), 

wo 

F(^) = f(a + ^ei^i) - i{a) 

sein soll. Mithin unser Integral: 

/»27r ntrc 

J f(a-#-iOei^i)d^ =: 2;rf(a)-#-l F(^)d^. 
Sei L der grösste Werth, den P (^) annehmen kann, so ist: 

\ F(^)d^<2;rL, 

und da wegen der vorausgesetzten Continuität von f (z) in dem be- 
zeichneten Flächenraume F (^), also auch L unendlich klein ist, so 
hat man: 

I f (a-#-joeyi)d^ = 2;rf (a). 

In dem ersten Integrale ist der Modul von a immer kleiner als R 
und daher: 



n = 00 



f(Re.i)Reyi _ Y-^^ 

n=0 

wo die unter dem Summenzeichen enthaltene Reihe jedenfalls con- 
vergirt. Im zweiten Integral ist der Modul von a grösser als r 
und deshalb : 

Q# 
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OO 



wo die nnendtiehe KeOie ebenfalls con^ergirt. Bemerken wir jedoch, 
daM onr dum, wenn a innerhalb des betraehteten Ringes liegt, bei 
bdden Reihen ConTergenz stattfinden kann; for jeden Ponkt a 
innerhalb des kldneren Kreises wird nämlich die erste, for jeden 
aosseiiialb des grösseren die letzte Reihe divergiren. Die so ge- 
fondenen Werthe in unsere Formel eingesetzt, geben: 

nsr oo nsoD 

nsO nsl 

oder: 



1 r '^-A /» 



«'^f(Ref*)d^ 



Rn env« 
nc=o 



D = 00 



%^ a-n I r» enyi f (r &n) d^ L 



n = l 

d. b. f (a) ist immer in convergenter Reihe nach positiven und nega- 
tiven Potenzen von a entwickelbar , so lange der Modul von a 
zwischen dem grössten und kleinsten Werthe derjenigen Moduln 
liegt, für welche die Funktion f (z) immer eindeutig und continuir- 
hch ist. Bleibt f (z) von Modul Null an bis zu einem gewissen R 
eindeutig und continuirlich , so ist r = zu setzen; 

«V ^ X 1 V^ /»«'^f (Refi) de? 

(1, li. jede Funktion f (a), die für a = eindeutig und continuirlich 
iHt, kann immer nach ganzen positiven Potenzen von a entwickelt 
werden, so lange der Modul von a kleiner als derjenige ist, für 
welchen f (z) aufhört eindeutig und continuirlich zu sein. Findet 
aber die angegebene Bedingung nicht statt, so muss nothwendig 
die Reihe divergiren. 

Aus den Elementen der Theorfe der Reihen folgt, dass nur 
eine Entwickelnng von f (a) nach ganzen positiven Potenzen von a 
möglich ist, es muss daher die entsprechende hier gegebene Ent- 
wickelung mit der Maklaurin'schen übereinstimmen, d. h. es ist: 
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g^f( Rey») d5P ^ 1 („) 

»eM 1.2...n (0)* 



27rJo R 



wo R jedoch innerhalb des Kreises hegen miiss , für welchen f (z) 
eindeutig und continuirlich ist. Uebrigens ist klar, dass die beiden 
Integrale, welche in der Entwickelung 1) vorkommen: 

welche auch, wenn man wieder r e^» und Re^'* gleich z setzt, ge- 
schrieben werden können: 



iJz-äd^. Tj^»-fWdz, 



für jede geschlossene Curvö gleichen Werlh geben, die ganz inner- 
halb des bezeichneten Ringes , oder im Falle 2) innerhalb des Kreises 
enthalten ist, nur mit Ausnahme des Falles, wo z = ist; denn 

in diesen Räumen sind -^ , z«— 1 f (z) eindeutig und continuirlich. 

Es können also in 1) r und R durch jeden zwischen beiden liegen- 
den reellen Werth, und in 2) R durch jeden positiven Werth, der 
kleiner als R ist, jedoch nicht durch Null -ersetzt werden. 

Die Reihe 1) enthält auch das zur Entwickelung nach Sinus 
und Cosinus der Vielfachen der Variableu Nöthige, so weit es sich 
auf complexe Funktionen bezieht. Sei nämlich: 

2 7iitt 

ß = G , 

also; 



f(«)= {(~.l8ß'j = <I>{ß), 



f («) von a =r an bis zu einem gewissen Modul eindeutig und 
continuirlich , so braucht deshalb im Allgemeinen nicht (ß) in dem 
bezeichneten Umfange diese Eigenschaften zu theilen. Denn ist 
1 (ßf) ein Werth von lg/?, so ist der allgemeine Werth dieser Grösse 
1 (ß) -#- 2 sTTi, also: 



'^ (ß) = ^[Sä^ (ß^ + "<"]' 



wo 8 eine behebige ganze Zahl ist. Damit dieser Ausdruck ein- 
deutig sei, muss für jeden Werth von a, f (a-f-o;) = f (a) sein, 
d. h. f (a) die Periode lo haben. Setzen wir dies voraus, so ist 



0{ß) ^ i \^. \ (ß) in der That eindeutig und continuirlich 



, 80 
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so lange es f a ist; möge nun dieser. Ausdruck die bezeichneten 
Eigenschaften haben, so lange der Modul von a zwischen und R 
liegt. Suchen wir die entsprechenden Moduln von ß, . £s war 

2.ii« 
ß -^ Q ui ^ gjji a z:^ p ev», so ist 

2:1 . 2.1 .. ... 
i>Sin</^ Q\COB(f 

ß=ze « e^ . 

— Q Sm f/5 

Der Modul von ß ist also e *** , ein Ausdruck, der, wenn 

271Q 271Q 

man ^ veränderlich denkt, jeden Werth von e ^^ bi e "^ an- 
nehmen kann. Den reellen Wertben von a entspricht immer 
sin ^ = 0, also der Modul 1 von ß ^ da nun R der grösste Modul 
von a WAV, für welchen f («) die verlangtön Eigenschaften haben 
muss, so bleibt 0(ß) eindeutig und continuirlich , so lange sich ß 

in einem Ringe befindet, der durch die Kreise mit Radien e ^ uud 

27tR 
i 

begrenzt ist und man hat innerhalb dieses Ringes nach 1): 



Oß 



00 CO 

1 



2nR 2:iR 



wo r irgend ein zwischen e ^* und c *^ liegender Werth ist, 
ein solcher ist z. B. r ä= 1 ; nimmt mau diesen Werth , so wird, da 

(yS) = f (~^ \ß] war, 0(G9i) = f (k^\ wenn man also ß 



= e ^^ setzt: 



'<") " m:<^h 



U= 00 
OJ*P 



/2:t« \ /2:t« \ I 



oder wenn man ^ = ^ setzt und statt der Exponentialgrössen 
trigonometrische einführt: 



f 
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n =: <x> 



Dies ist die Fourrier'sche Reihe in ihrer gewöhnlichen Foiin, sie 
gilt für alle Funktionen f («),* welche die Periode (o haben, so 
lange dieselben eindeutig und continuirlich sind. Ist a reell, so 
weiss man, dass die Gültigkeit der Reihe selbst durch Discontinui- 
täten nicht ausgeschlossen wird. Jedoch berührt dieser Fall unsere 
Betrachtungen nicht. 



VI. Omndztige de^ Residnenrechnung. 

Im vorigen Abschnitt wurden wir auf Integrale geführt, die 
sich über Kreise mit unendlich kleinem . Radius erstreckten, deren 
Mittelpunkt ein Discoutinuitätspunkt war. Wir wollen jetzt solche 
Integrale berechnen, unter der Voraussetzung, dass in der Um- 
gebung des Discoutinuitätspunktcs f (z) eindeutig sei. Für den be- 
zeichneten Punkt sei z = a ; es lassen sich dann von demselben aus 
zwei Kreise ziehen, von denen der Radius des einen beliebig klein, 
der andere so klein ist, dass er keinen zweiten Discoutinuitätspunkt 
einschliesst, und innerhalb des so entstandenen Ringes wird sich die 
Funktion f(a + u), die in diesem Räume eindeutig und continuir- 
lich ist, nach Formel 1) des vorigen. Abschnittes entwickeln lassen, 
es ist also: 

f (a -+- u) = ^ An u» -+- .^ B„ u-n. 
• n = 1 . n = 1 

Es handelt sich nun um das Integral | f (a + v) dv , auf einen 

Kreis mit unendlich kleinem Radius ausgedehnt. Wir können uns 
indess diesen Kreis immer als innerhalb des bezeichneten Ringes 
liegend denken, da der kleinere Radius desselben ja beliebig klein 
sein kann; setzt man somit v ==: ^e^^, .so ist das betrachtete In- 
tegral: 

n = 

i P" />ef* f (a-#-/t?c^*) ^fp = ' 5^^"*! "" /o"-»-! e(n+i) s^* d<p 

u=0 
n = (» 



i V Bb JJ^'/oi-.« q(%-^M ä<p: 



n = l 
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Es werden nun bei der Integration alle Glieder dieser Snmmen 
gleich Null, mit Ausnahme desjenigen der zweiten Summe, welches 

/•2;r 

n = 1 entspricht, dies ist nämlich I d^ ^ 2n. Mau hat also; 

f (a-h v)dv = 2 7riB,. 



j 



Bj ist der Coefücient von — in der Entwickelung von f (a -H v) 

nach negativen und positiven ganzen Potenzen von v. Diesen Ent- 
wickelungscoefficienten nennt Cauchy das Besiduum von f (a + v). 
Wir bezeichnen ihn durch das Symbol: 

B^ = Bes f (a). 

Es ist also das in dem bezeichneten unendlich kleinen Kreise um 
den Discontinuitätspunkt genommene Integral gleich dem ent> 
sprechenden Besiduum, mit 2 n i multiplicirt. Nach IV. dieses An- 
hanges ist also, wenn f (z) innerhalb eines beliebigen Umfauges 
eiucleutig, aber nicht continuirlich ist, also die Discontinuitätspunkte 
a^, aj . . . ao enthält: 

J f (z) dz = 2 7ri ^ Bes f (ap), 

p=al 

wo das Integral sich über den ganzen Umfang erstreckt. Dieser 
Satz giebt, um ein Beispiel seiner reichen Anwendbarkeit anzu- 
führen, das fruchtbarste bis jetzt bekannte Verfahren zur Berech- 
nung bestimmter Integrale. Nehmen wir nämlich an , der bezeichnete 
Umfang sei ein Bechteck, dessen eine Seite ein Stück 2a der Ab- 
scisseuaxe bilde, in dessen Mitte sich der Anfangspunkt befinde, 
so ist, wenn man z =rx + yi setzt, das Integral zu nehmen für 
jede der vier Seiten, d. h. 1) x von — a bis -f-a, y ^ 0; 2) x s=-l-a, 
y von bis -f-b; 3) x von -f-a bis — a, y = b; 4) x = — a, y von 
b bis 0. Denkt man nun a ^ b s= oo und nimmt an, dass f (x-f-yi) 
fvLv X SS -j-- CO und y =: -HQO verschwinde, so haben diejenigen drei 
Integrale, welche sich auf die nicht in die Abscissenaxe fallenden 
Seiten des Bechtecks beziehen, Null zum Argument, und das Inte- 
gral ist nur auf der Abscissenaxe, also mit reeller Variable von 
— 00 bis +00 zu nehmen, es ist also: 

i^ f (z) dz 5= 2 Tri ^ Bes f (ap), 

wo die Summe die allen Discontinuitäten a, deren imaginärer Theil 
positiv ist, entsprechenden Bcsiduen umfasst. Vorausgesetzt ist, dass 
die Funktion auf der Abscissenaxe selbst continuirlich ist. Da die 
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Residaensumme stets bekannt ist, so lässt sich also unter der ge- 
gebenen Bedingung , dass nämUch f (z) für jeden reellen oder ima- 
ginären unendlichen Werth verschwinde, das bestimmte Integral 
stets berechnen« 

Eine andere Anwendung ist folgende. Bezeichnen wir die Ent- 

Wickelungen von f (a) in Abschnitt V, 1) und 2) mit U und nehmen 

jetzt an, dass die Funktion innerhalb eines Kreises oder Ringes 

eindeutig, aber nicht mehr continuirlich ist, so kommt nach IV. in 

f(z) 
der Entwickelung des Integrales von —^-^ , welche V, A) gegeben 

z— ot 

wurde, noch ein Theil, der von den um die Discontinuitätspunkte 

gezogenen unendlich kleinen Kreisen herrührt, hinzu; dieser Theil ist 

X/» f (a -f- h) d h 
I — 'l J 2 — ' ^^ * ^^^ entsprechenden Discontinuitätspuukt 

bedeutet, das Integral auf den entsprechenden unendlich kleinen 
Kreis und das Summenzeichen auf alle im Ringe oder Kreise liegen- 
den Discontinuitäten a von f (z) geht. Es ist aber : 

(»f(a + h)dh ^ .„ f(a) 

I ^ ,\ ' = 2fri Res — ^^ 

J a -f- h — a a — a 

und mithin geht die Entwickelung in V, 1) und 2) über in: 



f(a) = UH.2^ 



Res 



£00 
a — a* 



U bezeichnet im Fall 1), wo die Eindeutigkeit innerhalb eines 
Ringes stattfand, eine nach positiven und negativen ganzen Potenzen 
von a fortschreitende, im Falle 2), wo sie in einem Kreise statt- 
findet, eine nur nach positiven Potenzen fortschreitende Reihe. Im 
letztem Falle enthält unsere Entwickelung die Zerlegung aller ein- 
deutigen (algebraischen oder transcendenten) Funktionen in Partial- 
brüche. Was den Ausdruck Res ( ) anbetrifiPt, so lässt sich 

um den Punkt a herum f (a + ü) , wie oben gesehen , in eine nach 
positiven und negativen Potenzen von u fortschreitende Reihe: 



nasQo nsBQo 

B„ u-n 
n^i 

entwickeln. 






Da a ungleich a ist, kann u immer, abgesehen vom Vorzeichen, 
kleiner als a — a angenommen werden, und es ist; 
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al»o der m '- mit - nraltipliciite Thal: 

a — a a ^ 



a — a .^^ (a ~aj^' 



1=1 



Findet iD a eine Discontinaitat erster Klasse statt (siebe HL des 
Anhang»; , w beschrankt sich diese Somme jedoch aof ebie endliclie 

Anzahl Gli^^er. £s ist nämlich f (a) =s ac ; t-tt = wird dann 

^ ' f (a) 

continuirlich and es lässt sich für hinreichend kleines n r. ;: m 

f{a-Hi) 

eine nach ganzen pontiren Potenzen Ton n geordnete Bdhe ent- 
wickeln. Sei: 

= Co oP -f. C^i uM^i -I- . . . : 



f(a-Hu) = ^P «- -I- ^iM-i 

es verschwindet nämlich wei,^eu ^-r-T = jedenfalls das Ton u freie 

Glied der Entwickelung ; es ist indess möglich , dass aosserdem noch 
eine beliebige Anzahl, also, wie hier angenommen wurde, (p — 1) 
Glieder verschwinden, natürlich kann p auch gleich Eins sein. Es 

i»t dann lim ^^. . - ä C- für die Grenze u = 0, nnd in die- 

uP f (a+u) ^ ' 

ftem Falle nennt man ^en entsprechenden Punkt a eine Unendlich- 
keit p««' Ordnung für f (z). Die Funktion up f (a-f-u) = ^u ist 
dann um a ss hemm continuirlich und läset sich nach ganzen 
positiven Potenzen entwickeln. Sei: 

h A^ u •+•... , 





^u « Bp 


-#- Bp_i 


u -#- . 


. .-f-B, 


nP-i 


' + A 


»0 


ist auch: 














f (a-4-u) OS 


Bp 

UP ^ 


Bp_, 
uP-1 


+ .. .+ 


B. 
u 


+ A. 



- A^ u -f- . . . , 

also der negative Theil von f (a+u). beschränkt sich auf p Glieder, 
und demzufolge {st: 

a — a ^im^ (a — a)"» 
nsl 
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Wir müssen jedoch diese Entwickelungen , die sich noch s^hr 
weit verfolgen Hessen, hier abbrechen.*) 



*) Der Vollständigkeit wegen erwähnen wir hier noch die Art, wie 
sich die Entwickelungen in V. und VI. in der Nähe eines kritischen 
Punktes modifich^en. Möge f (x) für x = A derart mehrdeutig sein, dass 
nach n Umkreisungen des Punktes A f (x) seinen anfänglichen Werth 
wieder erhält. Setzen wir x s=A -|- (»e**, so ist also: 

f (A -f- ()) = f (A + (je^nm), 1) 

1 
Es sei nun : y = (x — A) «» und f (x) «s qy (y) , so ist zunächst, so lange 
f (x) eine eindeutige Funktion von x ist , 9 (y) auch eine solche von y, 
da zu. jedem y nur ein Werth von x = A -f- y^ gehört. Setzt man 

wieder x = A -f-()eV'», so wird y = ^ne» ; da q positiv war, so kann 

1 
auch (>n stets äld positiv betrachtet werden. Gleichung 1) verwandelt 
sich in : 

(p \gn) =s (p \Qn Q^Jrift 

^)" ist der Modul von y. Es kommt also (p (y) schon nach einmaligem 
Umkreisen des Punktes A auf seinen früheren Werth zurück, ist mitbin 
auch für A eindeutig. Es lässt sich also (p (y) = f (x) nach ganzen 

i_ 
positiven Potenzen von y oder (x~A)n entwickeln innerhalb eines um 
A gezogeneu Kreises, in welchem sich ausser A keine kritischen und 
Discontinuitätspunkte befinden. Finden Discontinuitätspunkte statt, so ist 
die Residuensumme von <p (y) für diese Punkte hinzuzufügen ; ist der 
kritische Punkt A zugleich ein Discontinuitätspunkt , so findet sich in der 
Residuensumme das entsprechende, auf A bezügliche Glied: 

"'P' B. 






B. Beduktioo der iDtegrale algebraischer FuoktioneD, 

welche eioe Q^uadratworzel von einer ganzen Funktion 

vierten Grades enthalten, auf elliptische Integrale. 



[ 



Diese elementare Betrachtung gehört zwar in die vom Verfasser 
übergangene Theorie der Transformation, sie ist jedoch selbst für 
die einfachsten Anwendungen so nothwendig, dass der Uebersetzer 
es für gut hält, dieselbe hier nachzutragen. 

Sei das Integral: 

F (x) dx 



s 



<p (X) V^ (X) 

gegeben, wo F (x) und <p (x) ganze rationale Funktionen von x von 
beliebigem , ^ (x) eine solche vom vierten Grade sei, so lassen sich 
durch eine Transformation aus diesem Ausdrucke die mit ungraden 
Potenzen behafteten Glieder entfernen. Es ist zunächst nämlich 

1/^ (x) immer auf die Form )/a x^ -f- 2 b x -*- c j/a^ x*-f- 2 b^ x-hc^ 
zu bringen, wo die Coefficienten alle reell sind, wenn die Coeffi- 

cienten von ^ (x) reell waren. Setzt man nun x = -j-- — , so wird 
1 



1^^« = -^JY Va(pH-qy)^-f.2b(p-hqy)(H-y)+c(H-y)^ 

X Va,(pH-qy)^-f-2b,(p-f-qy)(l-*-y) + c,(H-y)»; 

um hierin, die mit y multiplicirten Ausdrücke verschwinden zu 
machen, setzt man: 



und 



apq -I- b(p-l-q) -f- c = 



aiPq-*- bi(p-hq) + c, = 0. 



Habe die Gleichung ax*-|-2bx-f-c = die Wurzeln a und ß und 
a^x^-|-2b,^xH-c^ = die Wurzeln y und ^, so ist: 
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V^ (x) = Va (x-a) (x-^) (x-r) (x-S), 



-(a+ß) = 2-, 



«/5 = r' 



(r+S) = 2^, 



r^ = i;. 



also die beiden Bedingungsgleichungen für das Verschwinden der 
Coefficienten von y werden: 

pq ^(p-*-q)-*-a^ = 0, 



also: 






pq = 



r^8) 



a-^ß—y—S 



Falls die Coefficienten von <p (x) reell sind , werden aach p und q 
reell. Die Bedingung für letzteres ist nämlich die, dass (p — q)^ 
positiv sein muss. p+q und pq sind nun reell, die Grössen a und 
ß sind entweder reell oder von der Form A+/ii und X — fii^ also 
jedenfalls a-hß und aß reell; Gleiches gilt von y und 8, Es er- 
giebt sich nun: 



/p-qy _ /p+qV „, _ ia^r)io^-8)(ß^r){ß-^8) 

Dieser Ausdruck ist in der That positiv; denn sind z. B. y und 8 
Imaginäre von der Form X-^fii^ X — /üti, so ergiebt sich für den 
Zähler: 

Sind auch a und ß von der Form X^-^fx^i^ X^ — fi^iy so ergiebt 
sich für den Zähler: 

sind a ß y 8 reell, so kann man diese Ausdrücke so ordnen, dass 
a ^ ß ^ y ^ 8 ist, wo dann sich ebenfalls der Zähler als 
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positiv ergiebt; da Gleiches mit dem Nenner stattfindet, lassen sich 
p und q also immer reell bestimmen und es wird: 



V(P (x) = |/(cy^-*-d) |/(ey» H- f). 

F (x) p"+-<iy 

Setzt man auch in ,_^ x = ^ . — ein , so hört dieser Ausdruck 



nicht auf rational zu sein. 



iH-y 



I^un kommt es darauf an, das Integral: 

F(y)dy 



j 



f (y) K(cy*-+-d)(ey»-*-f) 

auf die Form I U dz zu bringen, wo U eine rationale Funktion von 

sin am z , cos am z oder J am z ist. Wie im Buche selbst (Abschnitt G.) 
gezeigt, lässt sich dieser Ausdruck nämlich immer auf eine der drei 
Gattungen von elliptischen Funktionen zurückfuhren. Zunächst sind 
in unserm Integral die Faktoren c und e durch Division wegzu- 
schaffen. Versteht man dann unter a und b beliebige reelle Grössen, 
so nimmt der Wurzelausdruck immer eine der folgenden fünf For- 
men an: 



1) 


V(y» + a») (y» -+- b^, 

« 


2) 


V(y»-+-a') (y»-b»), 


3) 


V_(y> + a») (y» - b»), 

• 


4) 


V(y«-a») (y^-b»), 



5) V-(j' — ^')ir — h^). 

Wir setzen nun, indem wir unter k den Modul von sin am (z) ver- 
stehen, in jedem dieser 5 Fälle: 

a» — b' 
1) y =s b tg am z, k* = 



2) y = 



cos am z 



k» = 



a* 
a« 



a«H-b»' 



3) y = b cos am z, k^ = ^i^j^,i 

b» 

4) y = b sin am z, k\ = — , 

b a^ 



5) y = 



cos am z 



k' 



a*— b« 



• t 
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Man erhält dann bezüglich, wenn wir die Wurzelaasdrücke mit U 
bezeichnen : 

b d am z 

1) U = ab sec' am z J am z , dy = — , 

^ '' cos' am z 



b l/a'+b^ am amz . . b sm am z d am z 

2) U =s -^ 1 J am z, dy = ^ , 

^ cos* am z 7 ^ ^^g, ^^ ^ 



3) ü =s b)/a*-f-b*8inamz Jamz, dy = — bsinamzdamz, 

4) U SS ab cos am z J am z, dy as bcosamzdamz. 



bl/a*— b*sinamz . , bsinamz , 

5) ü = -^ 1 ^ am z, dy = — -r- — d am z, 

'' cos* am z '' cos' am z ' 

und da -;, = dz ist, ergiebt sich für -._ in iedem der 5 Fälle: 

Jamz ' o U "^ 

l)-dz, 2) -7=: dz, 3)— -7=== dz, 

P (y) 

Der rationale Theil des Integrals — r-r- ist eine rationale Funk- 

tion von sin am z, cos am z oder tg am z. Die Reduktion auf eine 
der drei Formen elliptischer Integrale kann also immer auf die im 
Buche gegebene Art bewerkstelligt werden. 









Drnckfeliler. 



Seite 11, Zeile l von unten, statt: > ^, - ^. lies: — > - 



,, 15, ,1 11 Ton oben, statt: Addition, lies: Definition. 

tf 82, »,12 von unten, statt: cos x, lies: cos 2x. i 

i 

„ 61, „ 2 von nnten, statt: vierten Grade, lies; vier nten Grade. ^ 



w^«^./v^/^/^^^^^^/W^^^•s/^< 



Druck von G. lliekethler in nerliD. 



. * - ,- r 



